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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mekkordk annak a deltoidnak a szogei, amelynek van koriilirt kore, és az egyik 4tlgja
kétszer olyan hosszd, mint a méasik?

Megoldas.

A deltoid tengelyes szimmetridja miatt a koriilirt kor O kozéppontja rajta van a szimmetria-
4tlén (a szimmetriadtléra val6 tiikrozéskor a koriilirt kor onmagaba megy at). Igy a szimmet-
riadtl6 a kor atmérdje, és mivel a masik 4atl6 is a kor egy htrja, ezért csak az lehet a rovidebb,
tehdt a szimmetriadtlé a hosszabbik atl6.

Ezért Thalész tételének értelmében a deltoid rdvidebb at-
16janak két végpontjanal (az dbran a B és a D csticsok-
B ndl) 90°-90°-o0s szogek vannak.

A feltétel szerint 2BD = AC, vagyis BD ugyanakkora,
C 4 mint a kor sugara. Ekkor az O BD haromszog szabdlyos,
igy (az atlék metszéspontjat M-mel jelolve) OBD< =
= OBM< = 60°, tehit BOM< = BOA< = 30°.
Mivel a BOA haromszog egyenld szari (OA = OB),

180° — 30°

ezért OAB< = —s = 75°.

A szimmetria miatt ekkor A-nél kétszer ekkora szog van, tehat: DAB< = 150°.
Ekkor BC'D<t = 30°.

Megjegyzés. Az OBD haromszog szabdlyossaga helyett észre lehet venni az OBM ha-
romszog félszabdlyossagat (90°, 60°, 30°-os szogek). Ebbdl is addédik, hogy BOM< =
= BOA< = 30°. Természetesen erre is jar a 2 pont. A befejezésnél a C-nél levs szoget
is megkaphatjuk el8szor a kozépponti és keriileti szogek tételével vagy kozvetlen szamolas-
sal, majd onnan az A-ndl levSt. Ebben a sorrendben is jar az 1-1 pont.

(6 pont)

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont
1 pont



2. Hatdrozza meg azt a legkisebb n pozitiv egész szdmot, amelyre igaz, hogy n egymadst ko-

vetd kétjegyl szam kozott mindig van olyan, amelyik oszthaté a szamjegyeinek Osszegével.

1. megoldas.

Megmutatjuk, hogy n = 10. Vegyiik észre, hogy n legfeljebb 10. Valdban, 10 egymadst ko-
vetd szdm kozott biztosan van 10-zel oszthat6 és a kétjegyli 10-zel oszthaté szdmok nyilvan
oszthatok szdmjegyeik Osszegével.

Masrészt n legaldbb 10, mivel kdonnyen ellendrizhetd, hogy a 91, 92, ..., 99 szdmok kozott
nincs olyan, amelyik oszthaté lenne a szamjegyeinek Osszegével.

2. megoldas.
10 egymast kovetd szam kozott biztosan van 9-cel oszthatd.

Egy 9-cel oszthat6 szam szdmjegyeinek Osszege is oszthatd 9-cel, tehat egy 9-cel oszthatd
kétjegyli szam szamjegyeinek Osszege 9 vagy 18.

Ha a szamjegyek Osszege 9, akkor készen vagyunk.

18 pedig csak tigy lehet, ha a kétjegyli szdm a 99. Ekkor a 90, ..., 99 szamok koziil a 90
oszthaté a szamjegyeinek 6sszegével.

Masrészt n legalabb 10, mivel konnyen ellendrizhetd, hogy a 91, 92, ..., 99 szdmok kozott
nincs olyan, amelyik oszthat6 lenne a szdmjegyeinek Osszegével.

P

3. Az O kozéppontd, AB = 2r atmérdjh félkoron felvesszilk egymds utdan a C' és a D pon-
tokat ugy, hogy az AC és a C'D hirok hossza egyarant a és a DB hur hossza x. Bizonyitsa
be, hogy ha a és r mér6szama raciondlis szdm, akkor x mér6szdma is raciondlis szdm!

D C 1. megoldas.

A szomszédos a és x hosszisagi hidrokat felcse-
rélve az ABCD szimmetrikus trapézhoz jutunk.

r
m (Egy korben azonos hosszusdgu ivekhez azonos
hossziisdgd hidrok tartoznak.)
A . O = T ! Ennek C7T° magassdgit m-mel jelolve és a
3 ) Pitagorasz-tételt alkalmazva
z\2
az OTC' derékszogli haromszogben: m? = r? — <5> ,
z\2
a TBC derékszogli haromszogben: m* = a — (r — 5) .
72 22 2
Az osszehasonlitds alapjan 7% — 1= a® —r*trr— T amibdl z = 2r — —.
r

Két raciondlis szdm kiillonbsége, szorzata és hdnyadosa is raciondlis szdm, tehdt ha a és r
mér8szama raciondlis szam, akkor z-€ is az.

(6 pont)
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2. megoldas.

Az abra jeloléseit haszndlva, az AOFED négyszog
deltoid, hiszen két-két szomszédos oldala egyenld,
azaz 4tléi merGlegesek egymadsra, és az egyik atlo,
az szimmetriatengely is. Legyen az OD &tlénak az
O-hoz kozelebbi szakasza y. Ekkor a masik r — y.
Az AFE atlo felét jeloljik e-vel! A Thalész-tétel
szerint ABE derékszogli haromszog. A keletkezd
derékszogli haromszogekre Pitagorasz tételét alkal-
mazva:

D

2_ 2 2
=y te,

(2r)? = (2¢)* + 2.

Ha az els6 két egyenletet kivonjuk egymasbél, majd kifejezziik y-t, a kovetkez6t kapjuk:

2r2 —a?

vy= 2r

Ezt a masodik egyenletbe visszahelyettesitve:

222 4rt —4r2a® + ot a*(4r? — a?)
- vy = 472 - 472 '

Ezt a harmadik egyenletbe behelyettesitve és rendezve:

X

2
5 4r* — 4a’r? + o 272 — a2 . 2r2 — g2 a?
= 5 = , vagyls r=——=2r— —
r r
Két raciondlis szdm kiillonbsége, szorzata és hanyadosa is raciondlis szdm, tehit ha a és r
mérdszama racionalis szam, akkor x-€ is az.

4. Egy 4 x 4-es tablazat minden mez6jében kezdetben a 0 szam 4all. Egy-egy 1épésben a tdbla
valamely 2 x 2-es részletében a szdmok mindegyikét 1-gyel megndveljilk. Megkaphatjuk-e
ilyen 1épésekkel az aldbbi kitoltéseket?

a) b) c)

3171612 3171612 3171612
8114(10| 5 8114|195 8| 14|11|5
11|97 819 |10(7 8 |11|10( 7
314154 314154 314|514

2 pont

2 pont
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(10 pont)



Megoldas.

a) A tdbldzatban a szdmok Osszege kezdetben 0, és minden 1épésben 4-gyel novekszik,
vagyis minden valtoztatas utdn 4-gyel oszthaté lesz. Mivel az elsd tdblazatban a szamok

0sszege 106, ami 4-gyel osztva 2 maradékot ad, ezért a kivant dllapot nem valdsithaté meg.

b) Szinezziik ki a tdbldzat mezsit sakktdblaszertien! (A bal fels6 mezs legyen fekete.)

3171612
8 (14|95
8| 9|10]7
31454

A tablazatban kezdetben a kiilonb6z6 szini mez&kon 4llé6 szaimok Osszege azonos. Minden
véltoztatds sordn a fehér és fekete mezdkon 4ll6 szdmok Osszege is 2-vel nd, vagyis min-
den Iépés utan egyenld marad a kiilonbozé szini mezdkon szerepld szamok Osszege. Mivel
a 2. dbran a sotét mezdk szamainak Osszege 54, a vildgosaké pedig 50, ezért a megadott
helyzet nem érhet6 el.

¢) Meg fogjuk mutatni, hogy a 3. dbra el6dllithato.

Visszafelé haladva, a tdbldzatban szerepld 2 x 2-es részletekben szerepld 1-gyel csokkentve
eld fogjuk allitani a csak O-t tartalmazé kezddallapotot.

zZ.o 2

A sarokmez6kon 1€vé 3, 2, 4, 3 szamok mutatjdk meg, hogy hany olyan valtoztatas tortént,
amely a sarkokra illeszkedd 2 x 2-es részleteket érintette. Ezeket a 1épéseket visszavonva az
alabbi dbra adddik:

014140
501111913
5181613
ofrf1yjo0

A felsd és az also sor kozépsS két mezdjébe keriild 4, 1 szamok mutatjdk meg, hogy hany
olyan véltoztatds tortént, amely erre a két-két kis négyzetre illeszkedd 2 x 2-es részleteket
érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva az alabbi dbra adédik:

S |lwnm|wm| o
(=3 IS N N =)

S|l | n | O
S| W|lw | o

Az els6 és az utols6 oszlop kozépsd két mezbjébe keriils 5, 3 szamok mutatjdk meg, hogy
hany olyan valtoztatas tortént, amely erre a két-két kis négyzetre illeszkedd 2 x 2-es részle-
teket érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva az aldbbi dbra adddik:

2 pont

3 pont
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S |o|o o

Végiil a kozéps6 négy mezdbe keriil6 2-es szamok mutatjdk meg, hogy hany olyan véltozta-
tas tortént, amely ezt a négy kis négyzetet érintette. Ezeket a 1épéseket is visszavonva adédik
a csupa O-t tartalmazo tablazat.

Tehdt a felsorolt véltoztatdsok szerinti noveléseket tetszSleges sorrendben végrehajtva a c)
jeld tabldzat eldallithato.

5. Tegyiik fel, hogy p és d pozitiv egész szamok, amelyekre a p, p+d, p+2d, ..., p+ 10d
szamok mindegyike primszdm. Bizonyitsa be, hogy ekkor d értéke legalabb 210.

Megoldas.

Jeloljiik a 2, 3, 5, 7 primszamok halmazat P-vel! Ha p € P, akkor p+pd a p, p+d, p+2d,
.., p+10d szamok egyike, tehit primszamnak kéne lennie, de ez nem lehet, hiszen egy p-

nél nagyobb p-vel oszthaté szdm. Tehédt p ¢ P, ami azt is jelenti, hogy a p, p + d, p + 2d,
.., p+ 10d szdmok egyike sem eleme P-nek.

Ezutdn megmutatjuk, hogy ha ¢ € P, akkor a ¢ primszdm osztéja d-nek, tehat d oszthatd
a P beli elemek szorzataval, azaz 210-zel. EbbS]l mar a feladat allitasa kovetkezik.

Tekintsiik a kovetkezd ¢ darab szémot: p, p+d, p+2d, ..., p+ (g — 1)d.

Ha van koztiik ¢-val oszthatd, akkor van olyan k£ (0 < k < g — 1), hogy a p + kd primszdm
a g tobbszorose, ami csak gy lehet, hogy p + kd = q. Ez azonban az el6z6ek alapjan nem
lehet.

Ha nincs koztiik g-val oszthatd, akkor van koztiik két olyan, amelyek ¢-val osztva ugyanak-
kora maradékot adnak, tehét a kiilonbségiik sd (ahol 1 < s < ¢ — 1) oszthat6 a ¢ primszdm-
mal, tehdt ¢ osztéja d-nek.

5 pont

(10 pont)

2 pont

1 pont
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4 pont



