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Megoldasok és javitasi atmutato

1. A ,,23-as szdm” cimi misztikus filmben az egyik szerepld a hazszdmukat nagyon kiilon-
legesnek taldlja. A hdz szdma 1814, és az alabbi misztikus tulajdonsdgokat fedezi fel benne:

(1) ha az els6 két szdmjegyhez hozzdadjuk a mdasodik kett6bdl képzett kétjegyl szdmot,
akkor 1 + 8 + 14 = 23-at kapunk;

(2) ha az els6 két szamjegybdl képzett kétjegyli szamhoz hozzdadjuk a masik két szamje-
gyet, akkor 18 4+ 1 + 4 = 23-at kapunk ismét;

(3)ha a két kétjegyl szamot adjuk Ossze, akkor 18 + 14 = 32-6t kapunk, ami épp a 23
forditott sorrendben leirva.
Tényleg kiilonleges ebbdl a szempontbdl az 18147 Vagyis hiany olyan négyjegyd szdm van,
amelyik rendelkezik a fenti harom tulajdonsig mindegyikével?
Megoldas. Tekintsiik az abed, négyjegyli szdmot, a # 0, és a, b, ¢, d szamjegyek.
(1) és (2) miatt a + b+ 10c +d = 10a + b + ¢ + d = 23, ahonnan a = c.

(3) miatt 20a + b+ d = 32, azaz a = ¢ = 1, hiszen a = 2 esetén az egyenlGség bal oldala
legaldbb 40 lenne.

Mivel 11 +b+4d =23, b+ d =12, azaz a mésodik és a negyedik szamjegy Osszege 12.

Ez az aldbbi szamok esetén teljesiil: 1319, 1418, 1517, 1616, 1715, 1814, 1913,
tehat 7, a feltételeknek megfeleld négyjegyli szdm van, azaz az 1814 nem is olyan kiilon-
leges.
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Osszesen: 7 pont



2. Hatarozzuk meg az A szdm pozitiv egész osztdinak szamdt, ahol:

A:\/1+2011'\/1+2012-\/1+2013~\/1+2014~2016.

Megoldas. Vizsgiljuk az v/1 + 2014 - 2016 értékét.
V1 +2014-2016 = /1 + (2015 —1) - (2015 + 1) = V1420152 — 1 = V20152 = 2015.

EkkorazA:\/1+2011-\/1—#2012‘\/14-2013'2015.

Az el6z6 gondolatmenet alapjan

A:\/1+2011-\/1—|—2012-2014:\/1+2011-2013:\/1+20122—1:2012.

2012 = 2% - 503.
Oszték szdma: (2+1)-(1+1) =6.
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Osszesen: 7 pont

3. Egy sik 20 darab egyenese Osszesen 187 darab metszéspontot hatdroz meg. Igazoljuk,
hogy az egyenesek kozott vannak parhuzamosak.

20-19
Megoldas. A sik 20 darab egyenese legfeljebb = 190 darab metszéspontot hatdroz

meg, ha barmely két egyenes metszi egymadst.

Ha az egyenesek kozott nem lennének parhuzamosak, akkor a 187 metszéspont eléréséhez
legaldbb 3 egyenesnek egy pontban kell metszenie egymast.

Amennyiben legaldbb négy egyenes metszi egymdst egy pontban, akkor a metszéspontok
maximdlis szdma 185, hiszen 4 darab altaldnos helyzetli egyenes 6 metszéspontot hatiroz
meg, i{gy az Osszes metszéspont szdma legfeljebb 190 — 5 = 185.

Tehat parhuzamossdg nélkiil legfeljebb ,.hdrmas csomépontok™ johetnek 1étre.

Ha pontosan 1 darab harmas csomdpont van, akkor a metszéspontok szdma (parhuzamossag
nélkiil) 190 — 2 = 188.

Ha pontosan 2 darab hirmas csomdpont van, akkor az dsszes csomépont szama

190 — 2 — 2 = 186.

Ha még tobb harmas csomdpont lenne, akkor a metszéspontok szdma még kisebb lenne.
Tehat az egyenesek kozott vannak parhuzamosak is.

A 187 metszéspont megvaldsithatd példaul ugy, hogy vesziink 3 darab parhuzamos egyenest
és 17 darab 4ltalanos helyzetli egyenest a felvett harom egyeneshez képest.
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25
4. Egy t teriiletl derékszogli trapézba az oldalakat érint6 r sugard kor irhatd, ahol ¢ = T 2.

Mekkora a trapéz alapjainak ardnya?

Megoldas. Legyen — dbranknak megfeleléen — a trapéz két parhuzamos oldala x és ¥, ahol
példaul x = y.

AD=TC=2r, AB=z, DC=y.

<

-

Az érintdnégyszogek tétele alapjan BC = x + y — 2r.

25 25
a: 42_ Y op = T r? feltétel szerint pedig z +y = 7"

A CTB derékszogili haromszogre Pitagorasz tételét alkalmazva

T B

At=

@) + (@ -y = ((x+y) - 2r)",
hiszen TB=xz —y és BC =x+y — 2r.

25
Mivel ¢ +y = T r, ezért

15

igy pedig z —y = Zr.

15 25
Azzx—y= A +y= i egyenletrendszer alapjan a megfelelé oldalak 6sszeaddsaval,

5
illetve kivondsaval x = 5r, y = il adaddik.

1

. . T Y
fgy pedig = = 4, 2=z,
gy pedig " Vagy$ 4
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Osszesen: 7 pont



5. Van 2012 darab szdmunk a;, a;, ..., a1, G202 mindegyik V241, vagy V2 —1.
Képezziik a kovetkez6 Osszeget:
S = ajay + azas + asas + . .. + axi1162012-

Lehet-e S = 20127

Megoldas. Ha egyetlen a;a;4+; alakd tagot vesziink az S-bdl (ami egy 1006 tagi 6sszeg),
akkor az a;a;y; tag haromféle értéket vehet fel:

Vagy aiai_t,_]:(\[24-1)(\/5—1):(\6—1)(\@4-1):],
vagy ;G = (\fZ—i— 1)(\ﬁ+ 1) =3 +2V2,
vagy aiaip = (V2—-1)(V2—1)=3-2V2. 2 pont

N

Legyen az elsd tipusu tagokbdl a, a masodik tipustiakbol b, a harmadik tipustakbdl ¢ darab
az 1006 tag kozott! (a, b, ¢ természetesen nemnegativ egészek!)

Ekkor

D S:1-a+(3+2\[2)b+(3—2\6)62a+3(b+c)+\f2(2b—20). 1 pont

S csak tgy lehet egész (mivel a, b, ¢ egész), ha \[2(21) —2c) is egész.

Ez azt jelenti (mivel V2 irraciondlis), hogy 2b — 2¢ = 0, hiszen ,,raciondlis - irracionalis” két-
tényez0s szorzat akkor, és csak akkor lehet raciondlis, ha a raciondlis tényezé 0.

Innen b = c. 1 pont

Mivel az S-beli tagok szamadra:

an 1006 = a+ b+ c=a+ 20, 1 pont
és ha azt szeretnénk, hogy S = 2012 legyen, akkor a kovetkezd egyenlGség is teljesiil:

(I10) 2012=S=a+3(b+c) =a+ 6b.

Most vonjuk ki (IIT)-bdl a (II) egyenletet!

Adodik: 1006 = 4b.

Ez viszont lehetetlen, hiszen b egész szam (és 1006 nem oszthaté 4-gyel)! 1 pont

Vagyis nem lehet az .S 6sszeg 2012! 1 pont

Osszesen: 7 pont



Megjegyzés:

A vonal alatti rész természetesen mas mddon is bizonyithatd. Egy tipikus j6 bizonyitds vaz-
lata:

(Ha igy gondolkodott a didk, természetesen jar erre a részre a 3 részpont!)

A legkisebb elérhet6 egészt igy kapjuk meg, ha minden a;a;4; tag értéke pontosan 1.
Ekkor S = 1006.

Ugy kaphatunk ennél nagyobb egészeket, hogy ketts ,,1-tipusi” tagot kicseréliink egyetlen
aiaiz) =3+ 2V2, és egyetlen a;a;y; =3 — 2V2 tipusu tagra.

Ezzel éppen 4-gyel noveltiik az dsszeget.

Vagyis 1006, és 1006 + 503 - 4 kozott éppen az 1006 + 4 - n alakd szamokat kaphatjuk csak
meg, de ezek kozott nincs ott a 2012!



