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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az a, b pozitiv egészek, és tudjuk, hogy a® + ab + b? tizes szamrendszerben felirva 0-ra
végzbdik. Bizonyitsuk be, hogy legalabb két nullara végzddik.

Megoldas. Atfogalmazzuk a feladatot. Tudjuk, hogy 10 osztéja az a4 ab+ b* kifejezésnek,
és azt kell beldtnunk, hogy a” + ab+ b> 100-zal is oszthato.

A feltétel ekvivalens azzal, hogy a kifejezés oszthatd 2-vel és 5-tel. Le fogjuk vezetni, hogy
akkor 4-gyel és 25-tel is oszthatd, amib6l mar kovetkezik a bizonyitandé allitas.

El6szor vizsgaljuk a 2-vel valé oszthatésdgot. Az aldbbi tdbldzat alapjan csak akkor lesz
a kifejezés paros, ha a és b is paros.

a b a® + ab + b* 2-es maradékai
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 1

Tehdt a és b is paros. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a2, b* és ab is oszthaté 4-gyel,
vagyis kifejezésiink is oszthaté 4-gyel.

Most megnézziik az 5-tel vald oszthatésagot.

a’ b? ab a’® + ab + b* 5-6s maradékai
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(A tablazat 6todik sora példdul azt mutatja, hogy ha a*> 1 maradékot ad 5-tel osztva, akkor
a 1 vagy 4 maradékot ad, és ha b*> maradéka 4, akkor b maradéka 2 vagy 3. Ezeket min-
den lehetséges parositdsban Osszeszorozva ab-reaz 1-2=2,1-3=3,4-2=28,4-3 =12
vagyis a 2 és 3 lehetséges maradékokat kapjuk.)
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1 pont

2 pont

2 pont
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Az el6z6ekhez hasonléan csak akkor lesz a” + ab + b 5-tel oszhatd, ha a és b is az, de
ebben az esetben a?, ab és b> (tehat Osszegiik is) 25-tel is oszthato.

Ha pedig egy egész 4-gyel és 25-tel is oszthatd, akkor 100-zal is, igy tizes szdmrendszerben
felirt alakja legaldbb két nulldra végzddik.

1 pont

Osszesen:

2. Adott a sikon 6 pont, koziiliik semelyik hdrom nincs egy egyenesen. Bizonyitsuk be,
hogy taldlhat6 kozoéttiik hdrom, amelyek dltal meghatdrozott hiromszognek van egy legaldbb
120°-0s szoge.

Megoldas. Képezziik az adott pontok konvex burkat, azaz azt a legsziikebb konvex sokszo-
get, melynek csticsai az adott pontok koziil valdk, és tartalmazza az adott pontokat.
Ha a konvex burok hatszog:

Nem lehet a hatszog minden szdge kisebb, mint 120°, mert a hatszog belsd szogeinek 6sz-
szege 720°.

Ezért a hatszognek van legaldbb 120°-0s szoge, ami a konvexitds miatt kisebb, mint 180°.
Tehat ez a szog szoge egy olyan hiromszognek, melynek csicsai az adott pontok koziil
valdk, igy az allitas teljesiil.

Ha a konvex burok 6tszog, négyszog, vagy haromszog:

Ekkor van olyan pont, ami a konvex burok belsejében van (hiszen a pontok kozétt nincs
harom, amelyek egy egyenesre illeszkednének), legyen ez a pont A.

A konvex sokszoget az egyik csucsdbdl induld 4tléi hdromszogekre bontjék, tekintsiik azt
a BCD haromszoget, amely belsejében van az A pont.

A BAD, CAD, DAB szbgek osszege 360°, ezért van kozottiik olyan, amelyik legaldbb
120°, és az itt keletkezd hdromszog eleget tesz a feltételeknek, igy az allitds teljesiil.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Nyolc darab pozitiv egész szdm Osszege és szorzata ugyanannyit ér. Mekkora ez a kozos
érték?

Megoldas. Feltehetjiik, hogy 1 < 21 < 2, S 23 < ... < 23 a nyolc szdm nagysdg szerinti
sorrendje.

Az z) +xp+ 23+ ...+ 23 =T 12073 - . .. - T3 egyenlet oldalait xg-cal osztva
I €I I3 xT7
7_’_7_'_74__;'_7_’_1 = X1X2X3 ... X7
Ty Ty xs Ty
adédik.
Mivel . . .
dc2< <,
xrg T8 T xrg T
ezért 8 2 i x2x3 - ... - T7.

Nyilvanvald, hogy z7 = 2, igy xg = 17 = 2, ezért 1 = 1y = 13 = x4 = 1, hiszen x4 = 2
esetén a szorzat értéke legaldbb 16.

Tehat 4 + x5 + x6 + 7 + Ty = T5T6T7Xg. fgy pedig

4 =z x T
TsTer7 = — + — + —+ L+ 156,
rg Ty Ty L
hiszen xg = z7 = 2.
Az 5627 < 6 egyenlbtlenség alapjan xs értéke csak 1 lehet. Igy pedig zz7 < 6, ezért x4
értéke 1 vagy 2.

Ha xz¢ = 1, akkor 6 4+ z7 + xg = x7xg, ahonnan

6 7
iz—l_lzl—i_lﬁ_l’ azaz (x7—1)($8—1):7

xrg =

Az egyenlet egyetlen megolddsa x7; = 2, xg = 8, ekkor pedig

Xy ... xg=x] + X+ ... +xg = 16.

Ha z¢ = 2, akkor 7 + x7 + xg = 2x7xg alapjan

ahonnan (2z7 — 1)(2zg — 1) = 15 adddik.
Egyenletiink megolddsa x7 = 2, g = 3.
Ebben az esetben a szorzat és az Osszeg kozos értéke 12.

A kozos érték tehat 16 vagy 12, ahol mindkét érték megfelel a feladat feltételeinek.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Egy konvex 6tszog pontosan 100 darab egységnyi oldald egybevagd szabalyos hdrom-
sz0gbdl rakhaté ki (hézag- és atfedés nélkiil). Mekkora lehet az 6tszog keriilete?

Megoldas.

Egybeviagd szabdlyos hiromszogekbdl egy djabb szabdlyos hdromszdget csak négyzetszdm
szamu darabbol lehet kirakni. Esetiinkben egy n oldald szabalyos hiromszog n’ egységyni
oldald kis haromszogbdl allhat. 1 pont

A feladat feltételeinek megfeleld 6tszog az aldbbi 4dbra szerint kiegészithet6 egy n oldald
szabdlyos haromszogre:

Ha példaul x <y, akkor 1 S 2 <y <n, n=ux+y+ 2 az 6tszdg létrejottének feltétele,
ahol z = 1.

Bevezetd megéllapitasunk alapjan
(x4+y+ 12— — > < (x+y+2)° — 2 —y? = 100.

A felirt egyenl6tlenség rendezett alakja

22 4+ 2y + 2xy < 99. 1 pont

Ha z < vy, akkor 4z + 222 < 99, azaz 2 + 2z < 49,5, ahonnan z < 6 kovetkezik. 1 pont
Mivel n? — 22 — y* = 100, ezért
(1) = =1 esetén n> —y*> = 101, igy n —y = 1, n+y = 101, ahonnan n = 51, y = 50 nem
ad megold4st.
(2) r=2esetén n> —y* =104, ezért n —y =2, n+y=52vagyn—y =4, n+y =26
lehetséges.
Az els6 esetben n = 27, y = 25, ami nem ad megoldast.

A madsodik esetben n =15, y = 11. Ekkor x =2, y = 11, z =2, a mdsik két oldal
pedig 4, illetve 13 egység hosszi. Az Otszog keriilete pedig 32 egységnyi. 2 pont



(3) Az z=3, z=4, =5, =6 esetekben rendre n>—y*> =109, n> —y*> = 116,
n? —y? =125, n? — y* = 136 adédik.

Az n* —y? = (n —y)(n + y) azonossag alapjan n —y < n + y felhasznaldsaval a fel-
soroldsnak megfeleléen az

n—y=1 n—y=2 n—y=1
n+y=109 [’ n+y=58]" n+y=125]’

n—y=>5 n—y=2 n—y==4%
n+y=25[’ n+y=068[’ n+y=234
egyenletrendszerek adédnak, felhaszndlva azt is, hogy n — y és n + y azonos paritdsdak.

A felirt egyenletrendszerek egyikének sincs a feladat feltételeinek megfelel6 megolddsa. 2 pont

Tehat az 6tszog keriilete csak 32 egység hosszu lehet.

Osszesen: 7 pont



