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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen P az ABC szabdlyos haromszog
egy belsé pontja, D, F, F' pontok pedig a P-bdl
a BC, CA és AB oldalakra allitott merdlegesek
talppontjai.

Bizonyitsuk be, hogy a PAF, PBD, PCE, illetve
PAFE, PBF, PCD haromszogek beirt koreinek
sugarait 0sszegezve ugyanazt az értéket kapjuk.

A F B

Megoldas. Hasznéljuk fel az alabbi lemmat:

Az XY Z derékszogii hdromszoghen, ha a ZXY < =90° akkor a beirt kir sugara
r= %(y +z—x), ahol z, y, z jeloli a hdromszog megfeleld oldalainak hosszdt.

A lemma igazoldsa:

Ha X', Y’, Z' jeloli az érintési pontokat, akkor felhaszndlva, hogy egy kiilsé pontbdl a kor-
hoz hizott érintészakaszok egyenld hossziak

YZ=YX'+X'Z=YZ'+2Y'=XY -XZ'+7ZX - XY
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A lemma alapjin a feladat éllitdsdnak igazoldsdhoz elegendd beldtni, hogy
1
[((AF + FP — PA)+ (BD + DP — PB) + (CE+ EP — PC)| =

[(BF + FP— PB)+ (CD + DP — PC) + (AE + EP — PA)],

= N

ami ekvivalens az AF + BD + CE = AE + BF + CD egyenlGséggel.

Huizzunk parhuzamosokat a P ponton keresztiil az ABC' haromszog oldalaival. A BC, C'A,
AB oldalakon keletkez6 metszéspontokat jeloljiikk az dbra szerint Dy, D,, Fy, E», Fy, F3-
vel. A keletkezé6 DD, P, FyE, P, F) F, P haromszogek szabalyosak lesznek, mivel szogeik
egyallasiak az ABC' haromszog szogeivel.

Az AF1D,C, BDE,A, CE|F,B szimmetrikus trapézok szdrainak egyenlOségét felhasz-
nalva:

C (D) AF|, = CD,,
() BD, = AFE,,

Mivel a szabdlyos haromszog magassdga felezi
a hozza tartozé oldalt, ezért

4) F\F = BF,
5) DD =D,D,
A n F BB © E\E = EB>E.

A 6 szamozott Osszefiiggés megfeleld oldalait 6sszeadva:

AR+ FWF+BD,+D\D+CFE\+ E\E=AE, + EbE+ BF, + F,F +CDy + D,D,
AF+BD+CE=AFE+ BF+CD

Ezzel az allitast igazoltuk.

2. Mely n = 3 egész szamok esetén 1étezik n darab paronként kiilonb6zs pozitiv egész szdm
ugy, hogy mindegyik osztdja a tobbi 0sszegének?

Megoldas. Legyenek ezek a szdmok ay, as,. . ., a,. Az oszthatésagi feltétel pontosan akkor
teljesiil, ha mindegyikiik osztéja S = a; + az + ... + ap-nek, vagyis ha minden 1 < i < n
esetén 1étezik olyan k; pozitiv egész szdm, hogy S = k;a;, azaz a; = S/k;.

Mivel S éppen az a; szdmok Osszege, ezért »_ 1/k; =1, 1 < i < n. Ezért el8szor olyan k;
paronként kiilonboz6 pozitiv egész szamokat keresilink, melyek reciprokosszege 1.
Belatjuk, hogy ilyenek minden n = 3 esetén léteznek. Ha n = 3, akkor k; =2, k, = 3,
k3 = 6 megfelel vélasztas.
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Ha pedig valamely n = 3-ra mar sikeriilt megadni n darab paronként kiilonb6z6 pozitiv
egész szamot, melyek reciprokosszege 1, akkor koziililk a legnagyobbat (ezt jeldljitk y-nal)
elhagyva, és y + 1-et, valamint y(y + 1)-et bevéve n + 1 paronként kiilonbozd pozitiv egész
szdmot kapunk, amelyek reciprokdsszege szintén 1, hiszen 1/y = 1/(y+1)+1/[y(y + 1)].
Innen indukcidval kovetkezik az 4llités.

Tegyiik fel tehat, hogy taldltunk mar olyan ki, ks, . . ., k, paronként kiilonb6z6 pozitiv egész
szamokat, melyek reciprokosszege 1. Legyen K a ki, ks, ..., k, szdmok legkisebb kozos

tobbszorose. Ekkor a; = K /k; szamok (1 < i < K) olyan péronként kiilonb6z6 pozitiv egé-
szek, amelyek Osszege K, és minden i-re teljesiil, hogy a; | K. Beldttuk, hogy minden
n = 3-ra léteznek ilyen szdmok.

Megjegyzés: A k; szamokra egy madsik lehetséges konstrukcié: ky =2, ky = 22 ...,
kpo=2""2 kp_1 =3-2"3 k, =23-2""2 Ezzel a vélasztassal K =3 -2""2, és igy az
ay=3-2"3,a,=3-2""* ..., ap_2 =3, an_ =2, a, = 1 megoldds adédik.

(Aki barmilyen médon minden n = 3-ra megad egy helyes konstrukcidt, az 3 pontot kap,

z zz

a fennmaradé 7 pont a konstrukcié helyességének igazoldsédért jar.)

3. Az 1,2,...,2015 szamok koziil legfeljebb hanyat lehet tigy kivélasztani, hogy a kiva-
lasztottak koziil semelyik két kiilonbozonek az dsszege nincs a kivalasztottak kozott? Adjuk
meg az 0sszes olyan kivélasztast, amellyel a lehet6 legtobb szdmot kivalaszthatjuk.

Megoldas. ElGszor bebizonyitjuk, hogy 1009 darab szdmot nem lehet kivalasztani. Legyen
ugyanis a legnagyobb kivalasztott szdm z. Ha z pdratlan, akkor az z-nél kisebb szdmokat
péarokba rendezziik: (1,z — 1), (2,2 —2), ..., (z/2—1/2,2/2 + 1/2). Vildgos, hogy min-
den parbodl legfeljebb egy szam valaszthat6 ki, hiszen az egy parban levdk kiilonboznek, és
az Osszegiik x. Mivel Osszesen x/2-nél kevesebb pdr van, az x-szel egyiitt a kivélaszthat6
szdmok szdma kisebb, mint x/2 + 1 < 1009 (hiszen z legfeljebb 2015). Ha pedig z pdros,
akkor legyenek a parok (1,z—1), (2,z—2), ..., (z/2—1,2/2+1). Ismét egy parbdl legfel-
jebb egy szdam vdlaszthatd, a parok szdma legfeljebb x/2 — 1, az x/2-vel és az x-szel egyiitt
is a kivalaszthat6 szdamok szdma legfeljebb /2 + 1 < 1009 (hiszen = legfeljebb 2014).

(Pontozds: 1 pont annak bizonyitdsara, hogy 1009 szdmot nem lehet kivalasztani.)

Masodik 1épésként példakkal megmutatjuk, hogy 1008 szam viszont kivalaszthatd. Négy pél-
dank:

1.az 6sszes pdratlan szdm: 1, 3, 5, ..., 2015: ez jo, hiszen két pdratlan szdm Osszege
paros;

2.a lehet8 legnagyobbak: 1008, 1009, 1010, ..., 2015: ez jo, hiszen a két legkisebb 6sz-
szege is nagyobb, mint a legnagyobb;

3. az el6z6 mddositdsa (az 1008-at 1007-re cseréljiik): 1007, 1009, 1010, 1011, ..., 2015:
ez jO, hiszen a két legkisebb Gsszege is nagyobb, mint a legnagyobb;

4.a 2. eltoltja: 1007, 1008, 1009, ..., 2014: ez j6, mert a két legkisebb Osszege is nagyobb,
mint a legnagyobb.

(Pontozds: 1 pont, ha valamelyik példat megadja, és megindokolja, az miért j6.)
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Ezzel a feladat els6 részét megoldottuk: 1008 szam kivélaszthaté a megadott feltétellel, tobb
nem.

A feladat méasodik részét ugy oldjuk meg, hogy bebizonyitjuk, pontosan csak a négy meg-
adott konstrukci6 1étezik 1008 szdm kivélasztdsdra.

(Pontozds: 1 pont, ha megsejti, hogy csak ez a négy a jo.)

Tegyiik fel, hogy kivalasztottunk 1008 szamot a feltételnek megfelel6en. El6szor belatjuk,
hogy a legnagyobb szdm legaldbb 2014. Legyen ugyanis indirekten a legnagyobb szam
x < 2014. Ha x pératlan, akkor az (1,z —1), 2,2 —2), ..., (z/2—1/2,2/2+1/2) pa-
rok mindegyikébdl legfeljebb egy lehet a kivélasztottak kozott. Az x-szel egyiitt ez kevesebb,
mint /2 + 1, ami kevesebb, mint 1008, ha = < 2014. Ha pedig x paros, akkor az (1,2 — 1),
(2,2 —2), ..., (/2 —1,2/2 + 1) parok mindegyikébsl legfeljebb egy lehet a kivalasztot-
tak kozott. Az x/2-vel és az x-szel egyiitt ez legfeljebb /2 + 1, ami kevesebb, mint 1008,
ha x < 2014. Ezzel ellentmond4sra jutottunk, belattuk tehat, hogy a legnagyobb kivalasztott
szam legaldbb 2014.

(Pontozds: 1 pont annak bizonyitasara, hogy a legnagyobb kivélasztott szam legalabb 2014.)

Ha a legnagyobb kivélasztott szdm a 2014, akkor a néla kisebb szamokat rendezziik parokba:
(1,2013), (2,2012), ..., (1006, 1008), és kimaradt az 1007. Mivel egy parbdl csak egy szdm
valaszthaté (egy parban az Osszeg 2014), és 1006 darab parunk van, a kivélasztott szamok
kozott van az 1007, valamint minden parbdl pontosan egy szam. Most belatjuk, hogy minden
parbdl a nagyobb szamot kellett kivalasztani. Legyen ugyanis indirekten y < 1007 egy kiva-
lasztott szdm. Ekkor y + 1007 nincs kivédlasztva (hiszen két kiilonb6z6 kivélasztott szam, y és
1007 6sszege). Ekkor annak pdrja, 2014 — (1007 4+ y) = 1007 — y ki van vdlasztva. Ez azon-
ban ellentmondds, hiszen y és 1007 — y 6sszege 1007, és ez mindhdrom kivéalasztott szdm,
tovabbd y és 1007 — y kiilonboznek, hiszen y egész. Az ellentmondds tehét azt adja, hogy
minden parbdl a nagyobb szdmot vélasztottuk, igy a kivalasztott szdmok éppen a 4. konst-
rukciét adjak.

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitdsdra, hogy ha a legnagyobb szdm a 2014, akkor egyediil
a 4. konstrukci6 jé.)

Mostantdl feltessziik, hogy a legnagyobb kivalasztott szdm a 2015. A néla kisebb szdmokat
osszuk pérokba: (1,2014), (2,2013), ..., (1007, 1008). Vildgos, hogy minden parbél pon-
tosan egy szdmot vdlasztottunk ki.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor kivalasztottuk az 1-et. Ebben az esetben a 2014-et nem
véalasztottuk ki. Belatjuk, hogy a 2-t nem valaszthattuk ki. Ha ugyanis kivalasztottuk volna,
akkor a 2-nél nagyobb szdmokat osszuk hdrmasokba: (3,4,5), (6,7,8), ...,
(2013,2014,2015). Vildgos, hogy semelyik hdrmasbdl nem vdlaszthattunk ki egynél tobb
szdmot: ha mdr kett6t vélasztandnk, akkor azok kiillonbsége 1 vagy 2 lenne, ahonnan &t-
rendezve kapnank két kiilonboz6 kivalasztott szamot, melyek Osszege szintén kivalasztott.
A harmasok szdma 2013/3 = 671, még az 1-gyel és a 2-vel is jéval 1008 alatt maradunk.
Tehat a 2-t nem valaszthattuk ki. Ekkor a parjat, a 2013-at kivalasztottuk. Ekkor a 2012-t
nem (1+2012 = 2013). Ekkor annak parjat, a 3-at igen. Ekkor a 4-et nem (1 + 3 = 4). Ekkor
annak parjat, a 2011-et igen. Es igy tovabb, végiil minden pdratlan szdmot kivalasztottunk,
ez éppen az 1. konstrukciét adja. (Ez teljesen rendben van, de ha valaki formélisan akarja
az indukcidt, akkor: ha egy 1-nél nagyobb, 2013-ndl kisebb z paratlan szdmot kivalasztot-
tunk, akkor a nila eggyel nagyobb pédrosat (z + 1) nem, ekkor annak pdrjat (2015 — 2z — 1)



igen, az annal eggyel kisebbet (2015 — z —2) nem, ekkor annak parjat (z + 2) igen. Es az in-
dukcié a 3-rdl indithatd.)

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitdsdra, hogy ha az 1-et kivélasztottuk, akkor az egyediili
helyes konstrukcié az 1. konstrukci6.)

A tovéabbiakban tehat feltehetd, hogy a 2015 mellett a 2014-et is kivélasztottuk, az 1-et pe-
dig nem. Tekintsiik a kdvetkezd sorozatot: 2013, 2, 2012, 3, 2011, 4, 2010, 5, 2009, 6, ...,
1010, 1005, 1009, 1006, 1008, 1007. Ez a sorozat 2012 tagu, és 1006 kivalasztott szdm van
benne. Vildgos, hogy nem lehet két szomszédos tagja kivdlasztva, hiszen azok dsszege 2015
vagy 2014. Osszuk a sorozatot a kdvetkez6 médon parokba: (2013,2), (2012,3), (2011,4),
(2010, 5), (2009,6), ..., (1010, 1005), (1009, 1006), (1008,1007). Minden parbdl ponto-
san egy tag van kivdlasztva. Ha egy parbdl az els6 tagot vélasztottuk, akkor az 6t megel6z6
parb6l nem lehetett a masodik tagot (az Osszegiik 2014 lenne), tehdt a megel6z6 parbodl is
az elsd tagot valasztottuk. Ugyanigy, ha egy parbdl a mésodik tagot vélasztottuk, akkor a ko-
vetkez6 parbdl nem vilaszthattuk az els6 tagot, tehat a masodikat kellett. Osszességében:
(balrdl jobbra haladva a parokon) valameddig az elsé tagot vdlasztottuk, utdna pedig a ma-
sodik tagot. Az els6 parbdl biztosan az elsd tagot valasztottuk, hiszen ha nem, akkor min-
denhonnan a masodik tagot kellett, de ez nem lehet, példaul 2 + 3 = 5 miatt. Ekkor azon-
ban mar az utolsé két parbdl sem valaszthattuk a mdsodik tagot, hiszen 2013 = 1006 + 1007.
Tehat kétféleképpen valaszthattunk: vagy mindenhonnan az elsd tagot (2. konstrukci6), vagy
az utols6 kivételével mindenhonnan az elsé tagot, az utols6bdl a masodik tagot (3. konst-
rukcio).

(Pontozds: 2 pont annak bizonyitdsdra, hogy ha a 2014 és a 2015 is kivalasztasra keriilt,
akkor csak a 2. és a 3. konstrukcié 1étezik.)

Pontozds 0Osszefoglalva: A feladat masodik része lényegesen nehezebb, ezért a pontozds
2 (1. rész) + 8 (2. rész). Az els6 részben 1-1 pontot ér a kérdezett mennyiségre adott felsd
becslés (akarmilyen helyes bizonyitdssal) és az alsé becslés (akdrmelyik helyes konstruk-
ciéval). A feladat 2. részében 1 pont jir a végeredmény megsejtésére (6nmagidban a négy
konstrukciéra nem, csak ha valahol kideriil, hogy ezeket véli az 6sszes lehetségesnek). Jar
1 pont arra, ha a belatja, hogy az els6 2013 szam ko6zo6tt nincs 1008 megfelels. Innen a fel-
adat hdrom kiilonboz6 szdlra vezet, mindegyiknek az elvarrdsdért 2—2 pont jar. Természete-
sen mindenhol jar a pont egyenértékdi részeredményekre.



