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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany olyan tizjegy(i természetes szim van, amelyben az 1, 2 és 3 szamjegyek mindegyike
legalabb kétszer szerepel és ezeken a szdmjegyeken kiviil mis szdmjegy nincs a szdmban?

1. megoldas. Tekintsiik azokat a tizjegy(i természetes szimokat, amelyek az 1, 2 és 3 szam-
jegyeken kiviil mds szdmjegyet nem tartalmaznak.

Ezek szama: 3' =59049. 1 pont
Jelolje ezek koziil S; azok szamat, amelyekben az ¢ legfeljebb egyszer szerepel (i = 1,2, 3)
és S;,; azok szdmdt, amelyekben az 7 és a j is legfeljebb egyszer szerepel (i;5 = 1,2,3 és
i # J)-
A szdmjegyek hasonl6 szerepe miatt: S; = S, = 53 és Sio = S13 = 523, 3 pont
S; = 10-2° +2'9 = 6144, mert ekkor az 1-es egyszer vagy egyszer sem fordul el§ a szdm-
ban. 2 pont
Sio=1+4+10+10+90 = 111, mert ekkor sem az 1-es, sem a 2-es nem fordul el6 vagy
az l-es egyszer és a 2-es nem fordul eld vagy a 2-es egyszer és az 1-es nem fordul el
vagy az l-es és a 2-es is egyszer fordul el6 a szdmban. 3 pont
Igy a logikai szita-formula alapjan a kérdezett szdmok szdma:

59049 —3-6144 +3- 111 = 40 950. 1 pont
2. megoldas(vazlat). Az el6forduld 1, 2 és 3 szdmjegyek gyakorisdga szerint négy eset lehet:
6-2-2,5-3-2,4-4-2¢s4-3-3. 1 pont
Ha az egyik szdmjegy hatszor, a masik ketté kétszer fordul eld, akkor a hatszor eléforduld
szamjegy hdrom-féle lehet, és ha ez pl. az 1-es, akkor azon tizjegyl szdmok szdma, amelyek-
ben 6 db 1-es, 2 db 2-es és 2-db 3-as szerepel pl. az ismétléses permutacié képlete szerint:

10! .

a2l 1260. Igy 3 - 1260 = 3780 szamot kapunk. 2 pont
A t6bbi esetben rendre 15120, 9450 és 12 600 szdmot kapunk. 2-2-2 pont
Tehét a kérdezett szdmok szdma: 3780 4 15 120 + 9450 + 12 600 = 40 950. 1 pont



2. Legyen A, B és C ebben a sorrendben egy egyenes harom pontja. Szerkessziik meg az
egyenes azonos oldalara az ABD és BCFE szabdlyos haromszdgeket. Bizonyitsuk be, hogy
ha az AE egyenest tiikrozzik DC egyenesre, akkor a tikorkép dtmegy a B ponton!

Megoldas. Készitsiink 4brat!

Mivel az ABD és BCFE hiaromszog szabalyos, ezért a D pontot, illetve a C' pontot egy
B kozépponttd 60°-os forgatés viszi az A, illetve E pontba.

Tehit ezzel a forgatdssal a DC' egyenes étvihet az AE egyenesbe. gy a két egyenes 60°-os
szoget zar be egymadssal.

Emiatt elég azt beldtni, hogy BF, ahol F' a két egyenes metszéspontja, felezi a CF A
szoget.

Mivel F' pont rajta van a DC' egyenesen, igy a B kozéppontd 60°-os forgatdssal keletkezd
képe, ami F’, rajta van AE-n.

Igy az F'BF hiromszog szabilyos, amibdl kivetkezik, hogy BFF'< = 60°.

Tehat BF felezi a CF A szoget, igy a BF egyenes lesz az AE egyenes C'D egyenesre
vonatkoz¢6 tiikorképe.

3. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan p primszdmot, melyekre az
:L,4 4 4 — py4
egyenlet megoldhaté az egész szdmok korében.

Megoldas. p =2 esetén py* pdros szdm, igy sziikségképpen x is az. Ekkor az egyenlet
baloldala 4-gyel oszthatd, ezért y-nak is parosnak kell lennie. Ha z és y is paros szdm, akkor
16 | z* és 16 | y*, ami azt jelentené, hogy az egyenlet baloldala 16-tal osztva 4 maradékot
adna, mig a jobboldal 16-tal oszthaté lenne, vagyis az egyenl6ség nem allhatna fenn.

Ha p pératlan primszdm, akkor x és y kiilonbozd paritdsa esetén az egyenlet két oldaldn
is kiilonbozé paritdsi szdm allna, vagyis ez az eset nem valosulhat meg. Ha x és y is pa-
ros lenne, akkor a kordbbiak szerint a 16-tal valé osztdsi maradékok nem egyeznének meg
az egyenlet két oldaldn szerepl§ kifejezéseknél. Igy a megoldhatésig sziikséges feltétele,
hogy p, x és y egyardnt pdratlan szdm legyen.
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Irjuk fel az egyenletet az alabbi formaban:
ot 4 4a? + 4 — 42” = pyt,
(2 +2)" = (22) = py’,

(xz —2x + 2) (1:2 +2x + 2) = py*. 2 pont

A tovédbbiakban meg fogjuk mutatni, hogy az egyenldség bal oldaldn szerepl6é szorzéténye-
z06k legnagyobb pozitiv k6zos osztdja 1.

Had|2*+2x+2ésd| 2> —2x+2 (d € N), akkor d | (2° +22+2) — (2° —22+2) = 4.

Mivel a vizsgalt tényez6k paratlan = esetén paratlan szamok, ezért d is az, ami azt jelenti,
hogy d | x. Bzt kihaszndlva d | 2° +2z és d | (2> +22+2) — (2° +2z) = 2. Mivel d pératlan
szam, ezért d valéban csak 1 lehet. 2 pont

Felhasznalva, hogy z* — 2z + 2 és ° + 2z + 2 legnagyobb kozos osztdja 1, két esetet vizs-
galhatunk:

1. eset: Léteznek olyan a, b természetes szamok, melyekre (a;b) =1 és
2 —2x+2=a* é 2+ 2x+2=pb*

Ekkor
(@—12+1=(a®? 6 (x+1)>+1=pb".

Mivel az (a2)2 és (z — 1) négyzetszamok kiilonbsége 1, ezért a* = 1 és (x — 1)> = 0, ami-
b6l a =1 és x = 1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve b =1 és p = 5. 2 pont

2. eset: Léteznek olyan ¢, d természetes szamok, melyekre (c;d) = 1 és
2?2 —2x+2=pc é 2*+2x+2=d"

Ekkor
(@—12+1=pc* & (z+1)0>+1= ()

Mivel a ((12)2 és (x + 1)* négyzetszamok kiilonbsége 1, ezért d* = 1 és (z + 1)* = 0, ami-
bdl d =1 és x = —1. Ezen értékeket a masik egyenletbe helyettesitve ¢ =1 és p = 5. 1 pont
Eredményeinket dsszefoglalva megéllapithatjuk, hogy az egyenlet a feltételeknek megfele-

16en csak p = 5 esetén oldhaté meg. Ekkor az egyenlet z, y-ra ad6dé megolddsai az (1;1),
(I;—=1), (=1;1) és (—1;—1) szampdrok. 1 pont



