Haladok I. kategoria, 3. (dont6) fordulé

Feladatok

1. Az S8Q-bolygdn n kiilonbozd orszag osztozik (50 < n < 80).

Béarmely két kiilonbozd orszdg kozott vagy bardti, vagy ellenséges a kapcsolat (harmadik
eset nincs, és a kapcsolat kolcsonos) a kovetkezd két szabaly mellett:

Ha A, B, C harom kiilonb6z6 orszag, és ...

(1) A baratsdgos B-vel, valamint B baritsagos C-vel, akkor A is baratsigos C-vel.
(... bardtom bardtja a bardtom ...)

(2) A ellenséges B-vel, és B is ellenséges C-vel, akkor A baratsagos C'-vel.
(... ellenségem ellensége a bardtom ...)

Valamint tudjuk, hogy az n orszdg kozott 1év6 Osszes lehetséges viszonynak éppen a fele
bariti, a mésik fele ellenséges.

Hény orszdg van az S8Q-bolygén?

2. Egy haromszog oldalainak mérdszamai egész szdmok. A haromszogbe irt kor r, és a hoz-
zairt korok ry, rp, r3 sugarainak mér6szamai pdros egész szamok. Tudjuk még, hogy,

rerpTr2Fr Ty 3T T3 T Ty Ty T3 =171 T3,

Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog derékszogi!

3. Egy n pozitiv egész szam [7-ediziglen izgalmas, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek ra:
(1) nincs (az 1-en kiviil) négyzetszdm osztdja;
(2) pontosan 16 pozitiv osztdja van;

(3) ha nagysag szerint sorba rendezem a 16 darab pozitiv osztét, akkor a 10-dik, és a 7-dik
oszt6 kiilonbsége éppen 17.

Kérdés: Héany 17-ediziglen izgalmas szdm van?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az S8Q-bolygdn n kiilonbozé orszag osztozik (50 < n < 80).

Barmely két kiilonbozé orszag kozott vagy bardti, vagy ellenséges a kapcsolat (harmadik
eset nincs, és a kapcsolat kolcsonos) a kovetkezd két szabdly mellett:

Ha A, B, C hdrom kiilonb6z$ orszag, és ...

(1) A baratsagos B-vel, valamint B baratsdgos C-vel, akkor A is bardtsagos C-vel.
(... bardtom bardtja a bardtom ...)



(2) A ellenséges B-vel, és B is ellenséges C-vel, akkor A baritsdgos C'-vel.
(... ellenségem ellensége a bardtom ...)

Valamint tudjuk, hogy az n orszdg kozott 1év6 Osszes lehetséges viszonynak éppen a fele
bariti, a mésik fele ellenséges.

Hany orszdg van az S8Q-bolygén?
Megoldas. Hasznéljunk grafot! Az orszagok a csucsok, két bardti orszag kozott piros, két
ellenséges orszdg kozott kék él vezessen.

Az (1) feltételbdl kovetkezik, hogy a baritsag tranzitiv, vagyis pl. A, és az A-val baratsagos
orszdgok egy piros klikket alkotnak (a klikken beliill mindenki-mindenkivel barét).

Ha a kék éleket elhagyndnk, a megmaradt graf néhdny ilyen piros klikk uniéja.
Es persze két kiilonboz6 piros klikkhez tartozé pont kozott kék él vezet.

A (2) feltételbdl kovetkezik, hogy legfeljebb két piros klikk van a grafunkban (kiilonben
lenne benne kék haromszog, vagyis hdrom paronként ellenséges orszag).

Valamint mivel van kék €l (ellenséges viszony, hiszen az élek fele kék!) pontosan két piros
klikkbdl, és a két piros klikk kozotti kék élekbdl 4ll a grafom.

Legyen az orszdgok szdma n, a két szovetségi rendszerben pedig p, és ¢ db orszag (p = q).

p(p—1) +61(q—1)_

A pi élek szdma:
piros élek szdma > >

A kék élek szama: pq.

Mivel azonos a piros, és a kék élek szdma:

plp—1)  qlg—1)
2 T2

= DPq,

P —p+q —q=2pqg,

P’ —2pg+¢ =p+q.

Vagyis n = p+ q = (p — q)* négyzetszam.
De akkor az orszdgok szama, vagyis n (50 < n < 80 miatt) csak 64 lehet.

(Ekkor p+ q¢ = 64, és p — ¢ = 8 miatt p = 36; g = 28, és a kapott két szdvetségi rendszer
ki is elégiti a feladat feltételeit.)

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

(Megjegyzés: Konnyen altalanosithaté a feladat. Ha n-re nem adjuk meg az 50 < n < 80
feltételt, akkor a feladatnak minden n négyzetszdm megolddsa (és csak ezek), mig a két
szovetségi rendszerben 1€v6 orszagok szdma két egymast kovetd haromszogszam.)



2. Egy haromszog oldalainak mérészamai egész szdmok. A haromszogbe irt kor r, és a hoz-
zairt korok ry, rp, r3 sugarainak mérészdmai paros egész szdmok. Tudjuk még, hogy,

reTpTFr Ty T3+ T3 T Ty Ty T3 =171 T3,

Bizonyitsuk be, hogy a haromszog derékszogii!

1 1 1 1
Megoldas. A feltétel alapjan: — + — + — + — = 1, valamint
T 1 ) 3
t t t t
r=-, rr= ) m = ) r3 = ’
S s—a s—0b s—c
ahonnan: 4s — (a + b+ c) =2s =t, igy r =2, és t is egész szdm, tehat 1 pont
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(nH — 4+ — 4+ — = —, masrészt 1 pont
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2 . . . — = t . 1 t
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Tegyiik fel, hogy ry < rp < 13, igy — 2 5 AZAZ T <6, 2 pont
Tl

de a geometriai jelentésiik és parossdguk alapjan 2 = r < r, igy r; 4 vagy 6. Utébbi esetén
(1) miatt vy = r, = r3 = 6, és ezekkel (2) bal oldala 2 - 6°, ami nem négyzetszam. fgy ry =4.

Hasonléan végigvezethetd, hogy r, = 6 és r3 = 12. 1 pont
(2)-b6l t =24, igy s=12, s—a=6, s—b=4, s—c=2, azaz a =6, b=38, c=10.
A Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt a hdromszog derékszogd. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Egy n pozitiv egész szam 17-ediziglen izgalmas, ha a kovetkezd feltételek teljesiilnek ra:

(1) nincs (az 1-en kiviil) négyzetszdm osztdja;
(2) pontosan 16 pozitiv osztdja van;

(3) ha nagysag szerint sorba rendezem a 16 darab pozitiv osztét, akkor a 10-dik, és a 7-dik
oszt6 kiilonbsége éppen 17.

Kérdés: Héany 17-ediziglen izgalmas szdm van?

Megoldas. A szamom n primtényezds felbontdsdban minden primtényezd 1-es kitevvel
szerepel, kiilonben lenne az 1-en kiviil n-nek mas négyzetszam osztéja.

Vagyis n =p; -pa - ... - pr n primtényezds felbontdsa.

Ekkor az oszték szdmdra vonatkozé ismert képlet szerint n osztéinak a szdma: d(n) = 2k,
vagyis n-nek 4 kiillonb6z6 primosztéja van.

Az egyszertiség kedvéért n primfelbontdsa legyen: n =p-q-r-s (ahol p < g <r < s). 1 pont



Az n 16 darab osztéjat a kovetkez6 mddon fogom jeldlni (nagysdg szerint sorba allitva
Oket):
l=di<dr <...<di5<dig=n.

Mivel djg — dy = 17, ezért n-nek van pdaros, és pdratlan osztdja is; vagyis a 2 ott van n
primosztéi kozott. — n=2-q-r-s.
Masfel6l n osztdi a szokdsos médon osztéparokba rendezhetdk.

— Egy osztépdron beliil a két oszté szorzata éppen n, és
— d;; dy7—; éppen egy osztéparba tartoznak.

Vagyis d7; djp éppen egymds osztépdrjai, és igy szorzatuk n.

A d7; dyp par kozott ott van a dg; dg osztépdr is ugy, hogy dg - dg = n, és d7 < dg < dg <
< djp.

Ha lenne n-nek 17, vagy anndl nagyobb primosztdja, pl. ¢ > 16, akkor
a dy; dio par egyik tagja oszthatd ezzel a g-val, és
a dg; dg par egyike is oszthaté ezzel a g-val.

Ekkor a négy szdm (d7; dg; do; dyo) koziil a két ¢g-val oszthat6 kozott legaldbb ¢ a kiilonbség,
vagyis legaldbb 17.

De akkor djg — d7 > 17.

Vagyis n-nek (a 2-n kiviil) a maradék harom kiilonbdzd primosztdja a 3; 5; 7; 11; 13 primek
koziil keriilnek ki.

Az n szdm 7 legkisebb osztéja (han =2-q-r-salakd, és2 <g<r<s)1,2,q,71,s, 2q,
2r (valamilyen sorrendben), hiszen mindegyikt8l nagyobb 2s, és pq is.

(Csak pg > s lehetne kérdéses, de mivel pg legalabb 15, s legfeljebb 13, ez is igaz.)

Vagyis d; vagy s, vagy 2r (mert ez a két szam lehet a hét legkisebb oszté koziil a legna-
gyobb).

a)Had;=s — djg=2-r-q=s+17, s lehetséges értékeit (7, 11, 13) végigprobalva:
— 7+ 17 = 24 nem j6 alaku;

— 11417 = 28 nem j6 alaku;

— 13417=30=2-3-5j6alaki — n=2-3-5-13 =390 megoldas.

(Valéban a 390 legkisebb 10 osztdja: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 13, 15, 26, 30....)

b)Had; =2r — dijp=q-s=2r+17.

r lehetséges értékeit (5, 7, 11) végigprobalva:

— 25417 =27 nem j6 alaku;

— 27417 =31 nem j6 alaku;

— 2-114+17=39=3-13j6alaki — n=2-3-11-13 = 858 megoldas.
(Valoban a 858 legkisebb 10 osztéja: 1, 2, 3, 6, 11, 13, 22, 26, 33, 39, ...)

Vagyis két megoldas van, és ezek a 390, és a 858.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont





