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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Legyen f(z) = ax + b egy els6foki polinom. Bizonyitsuk be, hogy nem lehet az

szdmok mindegyike 1-nél kisebb.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy az allitds nem teljesiil, azaz mégis 1étezik olyan polinom, hogy
a harom szdm mindegyike kisebb 1-nél. 1 pont

Az els6bdl |b— 1| < 1, azaz 0 < b < 2,
a mdsodikbol |[a +b—3| < 1,azaz 2 <a+b< 4,

a harmadikbdl [2a +b —9| < 1, azaz 8 < 2a + b < 10 adédik. 3 pont
Az els6 és a harmadik 6sszegét 2-vel osztva 4 < a + b < 6 kovetkezik. 2 pont
Ezt 6sszevetve a mdsodikkal, ellentmonddsra jutunk, ezzel igazoltuk az allitast. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Mutassuk meg, hogy egy tetszGleges haromszogben a® 4+ 4m?2 < (b+ ¢)?, ahol a, b és ¢
a haromszog oldalainak hosszat, m, az a oldalhoz tartozé magassagot jelenti!

Megoldas.
D Allitsunk a B csticsban merdlegest a BC' oldalra, és mér-
juk rd az A cstcsot is tartalmazé félsikban a 2m,, tdvol-
¢ sdgot. Igy kapjuk a D pontot. 2 pont
o A A DBC' derékszogli haromszogre felirva Pitagorasz téte-
¢ 1ét
o . DC? = BC* + BD?,
azaz
B : DC? = a* + (2m,)*~. 1 pont



Viszont az ABD hidromszdg egyenldszard, AD = AB = ¢,
ezért az AC'D haromszog DC' oldalara felirva a haromszog-egyenl&tlenséget

DC £ AC+ AD, azaz DC < b+ec.

Ezt az (1) Osszefiiggésbe helyettesitve a bizonyitand6 allitast kapjuk.

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Oldjuk meg az egész szamok halmazén a 22°y”> + 3> = 62% + 12 egyenletet!
Megoldas. Rendezziik at az egyenletet a kdvetkezGképpen:

Y — 12 =227 (3—y?)
Mivel y egész szam, ezért y* # 3, vagyis az egyenlet az

oy —12
=7 =
2-(3-9?)
alakba irhaté.

A egyenlet bal oldala nem vehet fel negativ értéket, ezért a jobb oldala sem, ahonnan a

2
0< _y 12
"2 (-9
feltételt kapjuk.
Ez akkor teljesiil, ha azonos eldjeldi a szamlal6 és a nevezd, vagy a szamlalé értéke O.

A szamldlé y* > 12 esetben, mig a nevezd (0 <) y* < 3 esetben vesz fel pozitiv értéket,
innen nem kapunk megoldast.

A szamlalé y* < 12 esetben negativ vagy 0, a nevezd pedig y* > 3 esetben negativ, teht
a feltétel ekvivalens a 3 < y*> < 12 egyenl6tlenséggel.

1
Mivel y egész szam, ezért csak y> = 4 vagy y> = 9 lehet. Az y> = 9 esetben x> = T tehat
x nem egész, innen nem kapunk megoldast.

Az 3> = 4 esetben x> = 4, ebbdl négy (z;y) szampar adédik: (2;2), (2;—2), (—2;2) és
(—2;—2), melyek valéban megolddsai az egyenletnek.

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. Legyen H = {1;2;3;4;5;6;7;8;9}.

H egy nemiires részhalmazat drlagosnak hivjuk, ha a benne szerepldé szdmok &4tlaga meg-
egyezik 5-tel (pl. az L = {3;4;8} ilyen).

Hény é4tlagos részhalmaza van H-nak?

Megoldas. Attériink a K halmazra, ahol K = {—4; —3; —2; —1;0;1;2;3;4}, és a 0 sszegii

részhalmazokat vizsgaljuk (ezekbdl trividlisan adédnak ,,visszatoldssal”, vagyis a j6 K-beli
részhalmaz elemeinek 5-tel valé novelésével a j6 H részhalmazok).

Egy K-beli ,,j6” 6sszegben az 1; 2; 3; 4 szdmokbdl szdmolt dsszeg ugyanannyi, mint a —1;
—2; —3; —4 szdmokbdl szamolt Osszeg ellentettje.

A jo Osszegben szerepld pozitiv szamok Osszege szerint fogunk esetet bontani, azt pedig
a végén nézzikk meg, hogy hova tehet6 a nulla.

a) Ha az 6sszegben szerepl$ pozitiv szamok Osszege: 0 (vagyis nem szerepel pozitiv szdm
a j6 Osszegben), akkor csak az lehet, hogy a K-beli j6 részhalmazban csak a O szerepel.
— A j6 H-beli részhalmaz: {5}.

b) Ha az Osszegben szerepl$ pozitiv szamok Osszege: 1. Egyféleképpen lehet a pozitiv sza-
mok koziil: csak az 1-et veszem bele a részhalmazba (— {—1;1} — {4;6}). 1 eset

c¢) Ha az 6sszegben szerepl$ pozitiv szdmok 6sszege: 2. Egyféleképpen lehet a pozitiv sza-
mok koziil: csak a 2-t veszem bele a részhalmazba (— {—2;2} — {3;7}). 1 eset

d) Ha az 6sszegben szerepls pozitiv szamok Osszege: 3. Kétféleképpen lehet; 3/2+ 1. (A ne-
gativ —3-as Osszegre is két eset —3/ — 2+ (—1)). Itt a két ,,pozitiv esetet”, és a két ,,negativ
esetet” tetszOlegesen parosithatjuk — 4 megoldas: (—

{=3;+3/{-=3 + L +2}/{-2 - L, +1; +2} /{-2; -1, +3}

a megfelel6 K-beli j6 halmazok). 4 eset
(Ha ez a gondolat szerepel a dolgozatban, akkor jar az ezért a részért adhatd 2 pont!)

e) Ha az 6sszegben szerepls pozitiv szamok 6sszege: 4. Kétféleképpen lehet;
4/34+1 — 4 eset

f) Ha az dsszegben szerepl$ pozitiv szamok osszege: 5. Kétféleképpen lehet;
441/342 — 4 eset

g) Ha az Gsszegben szerepl$ pozitiv szdmok osszege: 6. Ez éppen a ,komplentere” annak,
amikor az 6sszeg 4 (e eset, 1 +2 + 3 + 4 = 10 miatt!). Vagyis minden olyan esetet, ahol
az Osszeg 6, parosithatunk egy olyan esettel, ahol az 6sszeg 4, igy a két alesetben szerepld
atlagos halmazok szdma azonos. — 4 eset

h—i-j—k) (7-8-9-10-es 0sszeg) a megfelels d, ¢, b, a esetek komplementerei az imén-
tiek szerint. Rendre 4/1/1/1 esettel.

(Ha ez a gondolat szerepel a dolgozatban, akkor jdr az ezért a részért adhaté 2 pont!)

Amikor az 0sszegben szerepld pozitiv szamok Osszege nem 0 (b—k-ig), akkor a 0-t beleve-
hetjiik a halmazunkba, és ki is hagyhatjuk (ezek az esetszamok dupldzédnak), amikor a po-
zitiv szdmok 0sszege O (a eset), akkor a 0-t muszdj belevenni (1 eset).

Vagyis az esetek szdma: 2- (1 +1+4+4+4+44+4+1+1+1)+1=>51

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont



Osszesen: 7 pont



