Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2014/2015-6s tanév

Kezdok I-I1. kategoria II. fordulo
Kezdok III. kategoria 1. fordulé

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mely x és y valés szdmokra teljesiil a kovetkezé egyenlStlenség:

z+y+azy >’ +yt+ 17

Megoldas. A tagokat egy oldalra rendezve és 2-vel megszorozva az egyenlGtlenséget azt
kapjuk, hogy
2(x2+y2+1—x—y—xy) <0.

Ebbdl a baloldalt atalakitva azt kapjuk, hogy
(@ =y +@-1) +@E-1)>=0,

A baloldal mindharom tagja nem negativ, ezért mindharom értéke csak O lehet, tehit: z =y,
x=16és y=1.Igy az egyenl6tlenség csak az x = 1 és y = 1 szdmokra teljesiil.

2. Az ABCD szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja AB = 3 cm hosszi. A BC' atmérgj
kor atmegy az atlok metszéspontjan és az AB alap B-hez legkidzelebbi negyedelGpontjan.
Mekkora a trapéz teriilete?

Megoldas.
D ¢ F C Legyen az atlok metszéspontja M, az AB oldal
B-hez kozelebbi negyedelSpontja H! Készitsiink ab-
rat!
Mivel a BC' szakasz Thalész kore dtmegy az M és
m a H ponton, ezért a CM B< = CHB< =90°.
fgy CH a szimmetrikus trapéz magassiga.
: Ebbdl kovetkezéen HB = a— C, azaz a_a- C,
A a G H B 2 4 2

fgy ¢ = em.

Mivel a trapéz egyenld szard, ezért a CDM és az ABM haromszog egyenld szard és az
el6zéek alapjan derékszogi is.

(6 pont)

(1 pont)

(3 pont)

(2 pont)

(6 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)



3 3
Emiatt FM = g = 1 cm és GM = % = 3 cm, ahol ' a CD oldal, G az AB oldal felez6-
pontja. (1 pont)
. 9 )} 3 . a+tc 81 5
Igy CH=FG=FM+ MG = 7 cm. Tehat a trapéz teriilete T = = 16 cm”. (1 pont)

3. Jelolje (a;b) az a és b pozitiv egész szamok legnagyobb kozds osztdjat. Mennyi az aldbbi
2015-tagu Osszeg értéke:

(1;2015) + (2:2015) + (3;2015) + ... + (2014;2015) + (2015;2015)? (8 pont)

Megoldas. Mivel 2015 =5 - 13 - 31, azt kell meghatdroznunk, hogy hany olyan 2015-nél
nem nagyobb x pozitiv egész szam van, amelyre (xz;2015) értéke 1; 5; 13; 31; 5-13; 5-31;
13- 31 vagy 2015. (1 pont)

Az egyes oszthatdsagi feltételeket teljesitd z-ek szdma:

5| (x;2015) 403 db, 13 | (x;2015) 155 db; 31 | (x;2015) 65 db, (1 pont)
513 | (£;2015) 31db, 5-31]|(2;2015) 13 db, 13-31](2;2015) 5db, (I pont)
5.13-31 | (2;2015) 1 db. (1 pont)

A meghatarozott elemszamokat a halmazabrdba beirva megéallapithatjuk, hogy

csak az (x;2015) = 5 feltételt osszesen 403 — 1 — (31 — 1) — (13 — 1) = 360 db,

csak az (x;2015) = 13 feltételt osszesen 155 — 1 — (31 — 1) — (5 — 1) = 120 db, végiil
kizdrélag az (z;2015) = 31 egyenlSséget osszesen 65 —1— (13 —1) — (5—1) = 48 db szdm
teljesiti.

fgy a 2015-hoz relativ primek szdma: 1440 db (ez utébbi adat meghatdrozhaté az Euler-féle
p-fiiggvénnyel is).

1440 db

oszthato
31-gyel

(3 pont)
A kordbbi eredményeinket felhaszndlva a keresett 0sszeg értéke:
1440 -1 +360-5+4120-13+48-31+30-(5-13)+12-(5-31) +4-(13-31) +1-2015
=13 725. (1 pont)



4. Egy kiilonbdz6 pozitiv egész szdmokbdl 4ll6 haromszog alakd szdmtabldzatot ,.érdekes-
nek” neveziink, ha barmely nem a felsé sorban elhelyezkedd elemére igaz, hogy az el6al-
lithaté a kozvetleniil felette elhelyezkedd két szdm hdnyadosaként. Pl. az alabbi 3-szintes
tablazat ,,érdekes”:

7 42 14

2

Hatarozzuk meg azt a legkisebb pozitiv egész szamot, amely el6fordulhat egy 4-szintes ,,ér-
dekes” szamtdbldzat legnagyobb elemeként.

Megoldas. A 4-szintes ,,érdekes” szamtablazat nem tartalmazhatja az 1-es szdmot, mert
ekkor az elemek kozott biztosan lenne legaldbb két egyenld.

Jeloljiik az als6 sorban helyet foglalé szamot a;-gyel (a; € NT, a; > 2).

Ekkor alulrdl a 2. sorban helyet foglalé pozitiv egész szdmok az a, és ajay, ahol a; # a.

Alulrdl a 3. sorban az aja, szam felett kozvetleniil (tetszéleges sorrendben) az asz és ajazas
pozitiv egész szdmok dllnak, ahol a3 # a;, az # a,.

Végiil a felsdé sorban kozvetlenill az ajaras szdm felett (tetszéleges sorrendben) az a4 és
ajazazas szamok dllnak, ahol a4 # a1, a4 # a3, a4 # a3. Ez viszont azt jelenti, hogy a fels6
sorban taldlhaté legnagyobb szdm legaldbb akkora, mint ajasasaq.

Mivel az ayarasas szorzat négy kiilonbozd pozitiv egészbdl all, melyek mindegyike leg-

aldbb 2, ezért ajaraszas = 2-3-4-5=120.
Ezzel a legnagyobb elemmel készithetd is 4-szintes ,,érdekes” tdbldzat, példdul az al4bbi:
40 5 120 30
8 24 4
3 6
2

Tehat a feladat feltételeinek megfeleld szam a 120.

(10 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)

(1 pont)
(4 pont)

(1 pont)



5. Legfeljebb mekkora lehet az |a| 4 |b| + || kifejezés értéke, ha minden —1 < = < 1 esetén
|laz® + bz + c| < 100? (10 pont)

Megoldis. Az altalanossdg megszoritdsa nélkiil vizsgélhatjuk azt az esetet, amikor a = 0.
(a < 0 esetén a méasodfoku kifejezést (—1)-gyel beszorozva tovébbra is teljesiilnek a feladat
feltételei és az egyiitthatok abszolitértékeinek Osszege is valtozatlan marad.) (1 pont)

Masrészt b < 0 esetén az értelmezési tartomdny O-ra vonatkozd szimmetridja miatt = he-

lyére (—x)-et helyettesitve nyilvén teljesiil az ]axz —bx + c‘ < 100 feltétel, és az egyiitt-

hatSk abszolutértékeinek Gsszege most is ugyanannyi marad. Igy elegendd azzal az esettel
foglalkoznunk, amikor b = 0. (1 pont)
Tekintsiik ezutin az f(z) =az*+br+c (@=>0, b>0, € [—1;1]) fiiggvényt. Mivel
f(0)=cés f(1) =a+ b+ c, ezért a megadott feltétel alapjan

le] £ 100  és la 4+ b+ c| <100,

—100 < ¢ <100 és — 100 £ a+ b+ ¢ < 100. (2 pont)
c 2 0 esetén:
la| +1b] + |¢| = a+ b+ ¢ < 100. (1 pont)
c < 0 esetén pedig:
la] +1b|+ |l =a4+b—c=(a+b+c) —2¢ < 100 + 200 = 300. (2 pont)

Ez utébbi felss korlat elérhetd példaul az f(z) = 2002* — 100 2 € [—1; 1] fiiggvény esetén,
ahol a fiiggvény grafikonja olyan parabola, melynek csdcspontja a (0; —100) pont, athalad
a (—1;100), (1;100) pontokon és R; = [—100; 100]. (2 pont)

Tehat a keresett kifejezés maximadlis értéke 300. (1 pont)



