Haladok II. kategoéria, 3. (dont6) fordulo

Feladatok

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szdm esetén, ahol a + b+ c = 1, igaz
a kovetkezd allités:

<a+4\1/6>4—|— <b+ 4\1@>4+ <c+ 4\1ﬁ>42 1.

2. Legyen az ABC' haromszog olyan, hogy A-ndl és B-nél is hegyesszoge van. Ekkor allit-
sunk a C cstcsbdl merSlegest az AB oldalra, és jeldlje a merSleges talppontjat 7! Legyen
az ATC haromszogbe irt kor sugara r,, a BT C' haromszogbe irt kor sugara 7, az ABC
haromszogbe irt kor sugara r. Bizonyitsuk be, hogy ha r 4+ r, + r, = CT', akkor a harom-
szognek C-nél derékszoge van!



3. Kullancs kapitdny kal6zhaj6jan a matrézoknak pontosan

kétharmada félszem;
haromnegyede faldbu;
négyotode kampdkezi, és
othatoda kopasz.

A hajén a matrézok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiek, faldbuiak,
kampokeziiek, és kopaszok is egyben. A tisztek szdma 5, valamint a tisztek matrézoknak is
szdmitanak!

Hény f6s a kalézhajé legénysége?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Mutassuk ki, hogy barmely a, b, ¢ pozitiv valés szam esetén, ahol a + b+ c = 1, igaz
a kovetkezd allitas:

(a+4\1/5>4—|— <b+ 4\1/B>4+ <c+ 4\%5‘3 1.

1. megoldas. Kiindulva abbdl, hogy

vagyis:

Mindkét oldalt \/a-val novelve, kapjuk:

2 Va1
@+t g, 2V

innen:

o2

Négyzetre emelve mindkét oldalt:

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Analég a tobbi zardjel:

oot o it

Osszeadva a megfeleld oldalakat és felhaszndlva az a + b + ¢ = 1 feltételt, igazoltuk, hogy:

1y 1y 1y
a+— | +|b+— ) +|c+—) Za+b+c=1. 1 pont
< 4¢a> ( m) ( 4ﬁ>— P

1\

c. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Tekintve, hogy a, b, ¢ pozitiv szdmok, felirjuk a szdmtani-mértani kozép ko-

1
/a

zotti egyenlStlenséget az a, illetve az kifejezésekre:

a-—-—= 2 pont

Rendezziik, igy kapjuk:

1
a+——
1
24\/5 > \/2%, azaz: a -+ iva > Va. 2 pont
Mindkét oldalt negyedik hatvanyra emelve:
1\
<a+4\/a> 2 a. 1 pont

(Tovabb az elsé megoldds szerint.)

Osszesen: 7 pont

2. Legyen az ABC' haromszog olyan, hogy A-ndl és B-nél is hegyesszoge van. Ekkor allit-
sunk a C cstcsbdl merSlegest az AB oldalra, és jeldlje a merGleges talppontjat 7! Legyen
az ATC haromszogbe irt kor sugara r,, a BT C' haromszogbe irt kor sugara 7, az ABC
haromszogbe irt kor sugara r. Bizonyitsuk be, hogy ha r 4+ r, + r, = CT', akkor a harom-
szognek C-nél derékszoge van!



AT B

Megoldas. Vegyiink egy tetszOleges haromszoget, és a beirhaté korét. A csicsbél a korhoz
hizott érinté szakaszok azonos hosszisdgiak. Igy az dbra jelléseit haszndlva

AFE = AF = z.
Ha AB = ¢, BC = a és AC = b, akkor

BE =BG=c—ux,
GC=CF=b—ux,
BG + GC = BC =a,

c—x+b—x=a.

b+c—a
—
(Ha levezetés nélkiil hasznélja ezt az Gsszefiiggést, akkor is jar a 2 pont.)

Ezt z-re rendezve kapjuk, hogy = =

Mivel CT merSleges AB-re, ezért a T-bdl hiizott érintdszakaszok derékszoget zarnak be
egymdssal. Mivel az érintési pontba hizott sugdr mer6leges az érintdre, ezért a korok ko-
zéppontjai, az érintési pontok és a T pont egy négyzetet hatiroznak meg. Igy az érint sza-
kaszok hossza a kis kor sugardval egyezik meg.

C Az el6zbeket felhasznalva T-b6él huazott érintészakaszok
hossza:
CT+ AT -b . CT+TB—a
rg=——6¥/—/———\ llletve = —-——.
] 2 2
A T B

Tudjuk, hogy r =CT —r, — 1y és AT +TB = c.
Behelyettesitve és rendezve kapjuk, hogy

C’T+Abe_CT+TBfa_a+bfc

r=CT —r,—1,=CT — 5 5 = 5

Tehat a sugdr megegyezik a C' pontbdl hizott érintdszakasz hosszaval.

Mivel igy a C-bdl induld érintdszakaszok, és az érintési pontba hiizhaté sugarak egy rom-
buszt alkotnak, amelynek két szemben 1év6 szoge derékszog (mivel az érintési pontba hizott
sugar merdleges az €rintdre) ezért ez az alakzat egy négyzet. Azaz az ABC haromszognek
a C cstcsandl derékszog van. Ezt kellett bizonyitanunk.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Kullancs kapitany kal6zhaj6jan a matr6zoknak pontosan

— kétharmada félszemd;

— haromnegyede faldbu;

— négyotdde kampdkezi, és

— oOthatoda kopasz.
A hajon a matrézok koziil pontosan azok a tisztek, akik egyszerre félszemiiek, faldbuak,
kampokeziiek, és kopaszok is egyben. A tisztek szdma 5, valamint a tisztek matrézoknak is
szdmitanak!

Hany f6s a kalézhajé legénysége?

Megoldas. FEldszor belatjuk, hogy a hajéon S = 60m (60-nal oszthaté szamu) matréz van.
A szoveg alapjan a matrézok szdma 3-mal, 4-gyel, 5-tel, és 6-tal is oszthatd, de akkor oszt-
hat6 ezek legkisebb kozos tobbszorosével is, azaz 60-nal.

Minden nem félszemli matréznak hizzunk a fejére egy (kék) sapkat. Kiosztottunk 20m sap-
kat.

Minden matréznak, aki nem faldbu, hizzunk a fejére egy (piros) sapkdt. Kiosztottunk 15m
sapkat.

Minden nem kampdkezi matréznak hiizzunk a fejére egy (z6ld) sapkat. Kiosztottunk 12m
sapkaét.

Minden nem kopasz matréznak hdzzunk a fejére egy (fehér) sapkit. Kiosztottunk 10m sap-
kat.

Igy 6sszesen 57m darab sapkét osztottunk ki.

Mivel a matrézok szdma 60m, legaldbb 3m olyan matréz van, akinek a fején nincsen egyet-
len sapka sem, ami éppen azt jelenti, hogy legalabb 3m matr6z rendelkezik mind a négy
tulajdonséggal.

Mivel a hajon van legaldbb 5 matrdz, ezért a lehetséges matrézszam S = 60, 120, 180, . ..
(m=1,2,3,... esetek).

Ha m = 2, akkor a fentiek szerint legaldbb 3m = 6 matr6z lenne olyan, hogy mind a négy
tulajdonsdggal rendelkezik.

Mivel ez a feladat szerint pontosan 5, ezért csak m = 1 lehet, vagyis a hajén pontosan
60 matréz szolgal.

Hatra van még annak a megmutatdsa, hogy 60 matr6zzal kielégithet6 a feladat allitdsa. Ezt
mutatja az aldbbi tiblazat.

Hany f6? | Félszem | Faldb | Kampdokéz | Kopasz

10 X X X

12 X X X

13 X X X

2 X X

18 X X X

5 X X X X
EllenGrzés 60 40 45 48 50

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

Osszesen: 7 pont





