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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Oldjuk meg a valés szdmok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:
1"2 - y2 = 2($+y)7

2’ +y* =5(z —y).

Megoldas. Alakitsuk szorzatta az elsd egyenlet bal oldalat:
(z+y)(z—y) =2(z+y). 1 pont
Bal oldalra rendezve, és (x + y)-t kiemelve kapjuk, hogy
(z+y)(z—y—-2)=0.
Szorzat akkor nulla, ha az egyik tényezdje nulla. Igy két lehetSségiink van:

Lz+y=0. 1 pont
Ebbdl z—et kifejezve és az x> + y* = 5(x — y) egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

2% = —10y.

Egy oldalra rendezve és szorzattd alakitva:

¥’ +5y =0,

yly+5) =0,
amibdl y; = 0 vagy y» = —5 adddik. 1 pont
Ennek megfeleléen x; = 0, illetve z, = 5. 1 pont
ILx—y—-2=0. 1 pont

Ebbdl z-et kifejezve és a masik egyenletbe behelyettesitve kapjuk, hogy

Q+y)’+y’ =52
2y +4y —6=0. 1 pont



Aminek megolddsai az y3 =1 és az ys = —3. A nekik megfeleld x-ek: x3 =3 és az

xr = —1.

Tehdt az egyenletet négy szampdr elégiti ki, nevezetesen a (0;0), (5;-5),
(—1;-3).

1 pont
(3; 1),

2. Melyik az a legkisebb n természetes szam, amire
1 1 1
Il—=)-(1==) -...-(1=-= 0,517

Megoldas. Kozos nevezdre hozzuk a zaréjelekben 16vo kifejezéseket:

Osszesen: 7 pont

1 1 1 4—-1 9-1 n?—1
l——)-(1l=—=) ... 1= = : . 1 t
< 4) < 9) ( n2> 4 79 n? pon
A szamlélokat és a nevezdket is szorzattd alakitjuk:
4—-1 9-1 21 1-3 2-4 —-2)- —1)- 1
. D = . (n ). (n )-(n+ ) 2 pont
4 9 n? 2-2 3.3 n—=1)-(n—1) n-n
Az 0sszes lehetséges egyszer(isités elvégzése utdn a kovetkez6 alakot kapjuk:
1 n+1 | )
— - . on
2 n P
. . . s . n+1
Keressiik tehdt a legkisebb n értéket, amire < 0,51. 1 pont
Egyszert atalakitasokkal:
n+1 1 1 1 1 1 1
05l -4+ —<-4+-—& —<— &2 100 50. 1 t
n <0, @2+2n<2+100@2n<100® n > Sn > pon
A legkisebb érték, amire teljesiil az egyenl6tlenség n = 51. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Van-e olyan szdmrendszer, amelyben az 572 alakd szdm oszthat6 a 275 alakd szammal?

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van ilyen szdmrendszer. Legyen a szdmrendszer alapszdma .
Tudjuk, hogy ekkor = > 1 egész szam.

Térjiink at 10-es szdmrendszerre! Az oszthatésdg pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik olyan

522+ 7z +2
a feltételeknek megfelel6 n, amelyre az 2;1% értéke egész szadm. 1 pont
A tortet atalakitva:
502+ 7x+2  (Sz+2)(z+1) S52+2 2Q2x+5)+x-38 2+$—8 5 vont
= = = = . on
207+ 72+5 (z+5)(x+1) 2x+5 2 +5 2z +5 P
N r—8 “ ( : .
Vizsgaljuk az TS < 1 egyenlétlenséget. Mivel a 2z 4+ 5 > 0, ezért
x
r—8<2x+5
—13 < z,
ezért az egyenl6tlenség minden 1-nél nagyobb egész szdm esetén teljesiil. 2 pont
Emiatt csak az x = 8 esetben lehet megoldas 1 pont
A 8-as szamrendszerben valdban teljesiil az oszthatésag. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzd megtaldlja a helyes alapszamot, de nem bizonyitja, hogy mds
lehetdség nincs, legfeljebb 3 pontot kaphat.

4. Az egyenl6szari ABC haromszog b szara kétszer olyan hosszid, mint az a alapja. Az AC
szarra mint 4tmérd folé kort rajzolunk. Ez a kor a AB alapot P, az BC' szarat () pontban
metszi. Hanyad része a PQB haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének?

Megoldas.
C Mivel AC, mint atmérd f6lé rajzoltunk kort, igy ez AC
Thalesz kore: APC<t = AQC<t = 90°.
gy P az alaphoz tartoz6 magassdg talppontja, Q pedig
a BC' széarhoz tartozé magassag talppontja. 1 pont
APC haromszog hasonlé a BQA haromszoghoz, mi-
b vel megegyeznek a szogeik: APC'<t = AQC< = 90°,
illetve az ABC' haromszog alapon fekvd szogei:
ABQ< = CAP«. 1 pont
A P a B



Ezért a megfeleld oldalak ardnya megegyezik:

a
AB  AC’ a  2a’

mivel b = 2a, ezért QB =

2

Az APC haromszog és a BQA haromszog hasonlésdganak aranya, igy

_W@B _

A=Up T

1 pont

1 pont

A hasonlé alakzatok teriiletének ardnya a hasonlésag ardnyanak négyzetével egyezik meg:

TABqQ _ 1 > :1
Tapc 2 4’

(4) Tapc =4-TaBg.

1 pont

Az APC haromszog teriilete az ABC' haromszog teriiletének fele, mivel az ABC' egyenl6-

szard haromszogben a PC magassdgvonal egyben tiikortengely is:

TaBc
Tapc = ZB-

Az ABQ haromszogben QP az AB oldalhoz tartozé silyvonal. A silyvonal felezi a te-
riiletet, (mivel azonos magassidg mellett az alap hossza felez6dik) igy a PQB haromszog

teriilete fele az ABQ haromszogének: Tapg =2 - TprRg.
Ezeket behelyettesitve (7)-be kapjuk, hogy

T
ABC — 4.2 Tppo,
2

TPBQ _ 1

Tapc 16

Azaz a PBQ haromszog az ABC haromszog teriiletének 16-a.

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



5. Hény olyan szam van 0 és 9999 kozott, amelyikben tobb 2-es van a jegyek kozott, mint
1-es? (PL. 2012 ilyen, de 2014 nem.)

Megoldas. 0-9999-ig 6sszesen 10 000 darab szam van.

Minden szdmot négyjegyliként fogunk kezelni (pl. a 13-at — 0013-ként).

Az alapotlet: megszdmolom az 6sszes olyan szdmot, amelyikben ugyanannyi darab 1-es és
2-es jegy szerepel.

A ,,maradék” szamok: azok, ahol vagy az 1-esbdl van tobb, mint a 2-es jegybdl, vagy for-
ditva.

A ,,maradék” szamnak éppen a fele lesz az, ahol tobb 2-es jegy van, mint 1-es, mert a ,,ma-
radék” szamok parokba rendezhet6ek tigy, hogy

a) az egy parba keriildk koziil az egyikben az 1-es jegy, a mdsikban a 2-es jegyb4l van
tobb,

b) minden ,,maradék” szam pontosan egy parba keriil.

(Egy lehetséges pdrositds: egy ,,maradék” szdm pérja: az a ,maradék” szdm, amelyet Ggy
kapok, hogy az eredeti szdm 1-es jegyeit 2-esre, 2-es jegyeit 1-esre cserélem. Vagyis pl.
2012 « 1021, vagy 110 = 0110 < 0220 = 220.)

Most lassuk a szdmolast!
Olyan szdm, amelyben 0 darab 1-es és O darab 2-es jegy van: 8* = 4096 darab van.
Olyan, ahol 1 darab 1-es, és 1 darab 2-es van: 4 -3 - 82 = 768 darab van.
(Hiszen pl. az 1-es jegy 4 helyre, a 2-es mar csak 3 helyre tehetd, a maradék 2 jegy pedig
8-8 féleképp tolthetd ki!)
4

Olyan szdm, amelyben 2-2 1-es, és 2-es jegy van, <2> = 6 darab van.
Vagyis 0sszesen 4096 4 768 + 6 = 4870 darab olyan szdm van, amelyikben azonos szdmu
I-es, és 2-es van.
Vagyis a ,maradék” szdmok szdma: 10 000 — 4870 = 5130.

130

Innen a nekiink j6 szdmok szdma: = 2565.

Vagyis 2565 darab olyan legfeljebb négyjegyli szdm van, amelyikben tobb 2-es jegy van,
mint 1-es.

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



