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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Igazoljuk, hogy az z!(x +4)! = y* egyenletnek nincs megolddsa, ha x és y pozitiv egész
szamok!

Megoldas. Végezziik el az alabbi atalakitast:

(@) (@ + D)(x +2)(z +3)(x +4) = ¢

Mivel a bal oldal els6 tényezGje €s a jobb oldal négyzetszdm, ezért az
(x4 1)(x+2)(x + 3)(x + 4)

szorzatnak is négyzetszamnak kell lennie.

Szorozzuk az elsd tényezét a negyedikkel és a két kozEépsdt egymadssal, ekkor a kovetkezbt
kapjuk: (2* + 52 + 4)(2* 4 52 + 6).

Jeloljiik 2* 4 5z + 4-et n-nel, ekkor a két tényezd szorzata n(n + 2) = n’ + 2n.

Ez nem lehet négyzetszam, hiszen két egymdst kovetd négyzetszam: n’ és (n+ 1)2 kozé
esik n > 0 miatt.

1 pont

2 pont

2 pont
1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



2. Egy kor AB atmérgjén ugy vessziik fel a C' és D pontokat, hogy azok a kor kozéppont-
jatol egyenld tavolsagra legyenek. Bizonyitsuk be, hogy ha P a korvonal tetszdleges pontja,
akkor a CP? + DP?* 4llandé.

Megoldas.

Haszndljuk az édbra jeloléseit, ahol T' a P pont AB

szakaszra es6 merdleges vetiilete és x jeloli az AT
tavolsdgot! Legyen tovabbda KC = KD = a.

Szimmetria okokbdl elegendd, azt vizsgalnunk, ha

a T pont az AK szakaszra esik. 1 pont

A KTP,CTP és DT P derékszogii haromszogek-
ben felirjuk Pitagorasz tételét:

(1) m’ + (r—x)* =17,

(2) m? + (a — (r—x))zzcz,

(3) m?+ (a+ (r — x))2 = d°. 1 pont
Az egyenleteket dtalakitva:
(1) m?* 4 2* — 2rz = 0,
(2) m? 4+ 2% — 2rz = ¢ — a* — r* + 2ar — 2ax,

(3) m* 4+ x* = 2re = d* — a®> — r* — 2ar + 2ax. 1 pont

Igy az alabbi egyenletrendszerhez jutunk:

(2) & —a* —r*+2ar —2ax =0,
(3) d* — a* —r* —2ar + 2ax = 0. 1 pont

Az egyenleteket 0sszeadva:
A+ d®—2a% -2 =0,
A+ d? =2a* + 217
A kivént éllitdshoz jutunk. 2 pont

Amennyiben a 7" pont a C'K szakaszon kiviilre esik, akkor (2) a kovetkezd alakra
modosul:

m?+ ((r — z) —a)z =

Mivel ez ekvivalens az eredetivel, ezért ugyanazt az eredményt kapjuk. 1 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: Amennyiben a versenyzd felhaszndlja az aldbbi tétel: Bdrmely hdromszogben

. . P Y 2 2, @ p
igaz az a oldalhoz tartozo silyvonalra az aldbbi Osszefiiggés b~ + ¢~ = 2s;, + EX de a té-

telt nem bizonyitja, legfeljebb 2 pontot kaphat. (A tétel sem a kozponti tantervekben, sem



a fiiggvénytabldzatban nem szerepel.) Amennyiben bizonyitja is a tételt, a maradék 5 pont
az utmutato pontszdmainak megfelelGen bonthato.
3. Legyen a, b és c egy haromszog hiarom oldaldanak hossza. Bizonyitsuk be, hogy

3(ab+ ac+bc) < (a+ b+ c¢)* < 4(ab+ ac + be).

Mikor &ll fenn egyenl&ség?

Megoldas. A hiromszog oldalaira vonatkozé egyenlStlenség alapjan |a —b| < c,
és |b—c| <a.

a—c| <b

Mivel az egyenl6tlenségek mindegyik oldala nem negativ, ezért négyzetre emelhetdek és
Osszeadhatdak:

a> —2ab+b* + a> — 2ac+ & + 0> — 2be + & < & + b + .

Mindkét oldalbél vonjunk le a® + b* + c*-t és adjunk hozza 4(ab + ac + bc)-t.
Ezzel az (a2 + 0> 4 & 4 2ab + 2ac + Zbc) < 4(ab+ ac+ bc) egyenlbtlenséghez jutunk, ami

éppen megfelel a bizonyitand6 4llitds jobb oldaldnak.
A baloldali egyenlStlenség bizonyitdsahoz hasznaljuk az (a — b)> + (a — ¢)* + (b—¢)* 2 0
mindig teljesiilé egyenltlenséget.

A négyzetre emelést elvégezve, a negativ tagokat a masik oldalra rendezve és kettGvel osztva
adjunk mindkét oldalhoz 2(ab + ac + be)-t, igy a bizonyitandé egyenlGtlenséghez jutunk.

A bizonyitasbdl latszik, hogy egyenl6ség az a = b = ¢ esetben (azaz szabdlyos haromszog
esetén) van.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 7 pont



4. A derékszogli koordindta-rendszer I. negyedének racspontjaiba az dbrdn l4thaté mddon
atlésan beirjuk az egymast kovetd természetes szamokat. (A 0 az origéba keriil.)

a) Milyen koordindtdja pontban van a 2017?

b) Milyen szdm szerepel a P(54;72) koordindtdji pontban?

Megoldas. a) Mivel az egyes atlékban 1év6 pontok szdma az egymadst kovets természetes

szamoknak felel meg, 1 pont
az y tengely (0;n) koordinatdju pontjdba irt szimot a 0-t6l n-ig vett szamok Osszege adja
meg. 1 pont

Annak a ferde sornak, amelyen a 2017 is rajta van, az y tengelyen 1év6 pontjanak n koor-

n(n+1)
2

dindtdjara igaznak kell lenni az < 2017, a kovetkez$ sorra pedig az

egyenl6tlenségnek. 1 pont
Az els6 egyenldtlenségbdl n < 63,01, a masodikb6l n > 62,01. Igy n = 63 lehet csak. 1 pont
1-t6] 63-ig a szdmok Gsszege 2016. Igy a 2017 koordinatdja: (1;62) 1 pont

b) Az adott pont a (0;72 4 54 = 126) koordinatdji pontbdl indulé ferde soron van. Az erre
a pontra irt szam 126-ig a szamok 6sszege, azaz 8001. 1 pont

Innen még 54 1épést kell megtenni lefelé az adott pontig, igy erre a pontra irt szam a

8001 + 54 = 8055. 1 pont

Osszesen: 7 pont



