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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Két egységsugart kor — kg és k| — érinti egymadst és egy egyenest. Berajzoltuk azt a leg-
nagyobb k, kort, amelyik a k-t és kj-et is, és az egyenest is érinti. Majd berajzoltuk a ki, k»
és az egyenes kozé rajzolhaté legnagyobb k; kort. Es igy folytatjuk tovabb. Mekkora a ka7
sugara?

Megoldas. ElGszor ltalanosan nézziikk meg, hogy két egymast és egy kdzos egyenest érintd
korok kozé mekkora sugard legnagyobb kor irhatd be. A kor sugara akkor a legnagyobb, ha

érinti a két kort, és az egyenest.
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Legyen az dbra jeloléseit haszndlva O, kozéppontd kor sugara a, Oy kozépponti kor su-
gara b, a keresett O, kdzéppontd kor sugara c.



Legyenek az O, Oy és O, kozéppontok merSleges vetiiletei az egyenesen rendre A, B és C.

0,-b6l és O.-bdl bocsassunk merdlegeseket AO,-ra, és BOy-re.

A kozéppontokat Osszekdtve az érintési pontokon dthaladé szakaszokat kapunk.

A keletkezett LO,O., KO.Oy és O,T Oy derékszogli haromszogbdl a Pitagorasz-tétel segit-

ségével kifejezhet6 az egyenessel parhuzamos oldal:

LOc:\/(a—FC)Z—(a—C)z:Z\/@,

KOCZ\/(b+c)2—(b—c)2=2\/%,

0,T = \/(a+b)2— (b—a)* =2Vab,
0, T = KO, + LO..

Behelyettesitve kapjuk:
\/ai = \/& + vac.

Majd v abce-vel leosztva:
1 1 1
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Azaz ro = 1 és r| = 1-et behelyettesitve:

S

: 1
Az els6 néhdny eset utdn a sejtés, hogy r, = —.
n

Tegyiik fel, hogy n-re igaz, és vizsgaljuk meg (n + 1)-re:

1 1 1
= + - = +1=n+1
/Tl Va1 1
n
1 leeser
Azaz rp4) = ——, az dllitast igazoltuk.
(n+1)
Tehat b
ehat ry017 = .
01720172
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2. Adott egy otelemi halmaz, a halmaz elemei kiilonb6z6 egész szdmok. Vegyiik minden
részhalmaza esetén a részhalmaz elemeinek Osszegét. Maximum hanyszor fordulhat el a 7
az ilyen 0sszegek kozott?

Megoldas. 1 db egyelemi ilyen halmaz lehet.

Ha két ilyen kételemd halmaznak egy kozos eleme lenne, akkor az osszegfeltétel miatt a két
elem megegyezne (a +b = b+ c =7 esetén a = c lenne).

Tehat diszjunkt kételem@ halmazok kellenek, ilyenekbdl 2 van.

Héromelemi halmazok max. 1 elemben egyezhetnek meg az 6sszegfeltétel miatt (a +b+c =
=d+ b+ c=717 esetén a = d lenne).

Ezért max. 2 hdromelemd halmaz lehetséges egy kozos elemmel. A harmadik hiromelem(
halmaznak valamelyikkel legaldbb kett kozos eleme lenne.

Két négyelemli halmazunk max. két elemben egyezhet meg, ezért 5 elemi alaphalmaznal
egy 4 elemi halmaz van csak.

Otelem(i halmazbél legfeljebb 1 van, tehit sszesen max. 1 +2+ 2+ 14 1 = 7 ilyen rész-
halmaz lehet.

Akkor kaphatndnk 7 részhalmaz elemeinek 0sszegeként 7-et, ha lenne 1 darab 6telemd, 1 db
négyelemi és 2 darab hidromelemi 7 6sszegli halmazunk.

a+b+c+d+e=7é a+b+c+d="7Dbdl e =0 kovetkezik.

A hdromelem halmazok nem lehetnek {a;b; c;d} részhalmazai, mert ekkor az dsszeg nem
lehet 7. Ezért a két haromelemd k6zos eleme a 0 és a, b, ¢, d koziil egyik is tartalmaz kettd
elemet (példaul a, b), a masik a maradék kett6 elemet (példaul c, d).

De ez lehetetlen, mert ekkor a + b + ¢ + d = 14 lenne, tehat nem lehet 7, legfeljebb csak 6
megfeleld részhalmaz.

Egy otelemd halmaz, melynek 6 db 7 Gsszegli részhalmaza van példaul a {—3;0;3;4;7}.
A megfelel§ részhalmazok: {7}, {0;7}, {3;4}, {—3;3;7}, {0;3;4} és {—3;0;3;7}.
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3. Oldja meg a kovetkezd egyenletet a valés szamok halmazéin!

3r+3 x4+ 1
7:44_

Vi VaiZ -z +1

Megoldas. A bal oldalon szerepld nevezé miatt x > 0 feltételnek kell teljesiilnie. A jobb ol-
dalon 1év6 gyok alatti masodfoku kifejezés diszkrimindnsa negativ, ezért a kifejezés minden
z-re pozitiv.

sz

Alakitsuk 4t a bal oldalt dgy, hogy a szdmldloban 1év6 0Osszeg mindkét tagjat osztjuk

Vx-szel:

3\/§+\;§:3<\/§+\}5>.

Tudjuk (a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlStlenség alapjan), hogy egy pozitiv
szamnak és reciprokdnak Osszege mindig = 2, igy az egyenlet bal oldala mindig nagyobb-
egyenld 6-nal.

Az egyenl6ség csak akkor teljesiilhet, ha ez a jobb oldalra is igaz, azaz

r+1
vai—z+1

1\

2.

Mivel mindkét oldal és a nevezd is nem negativ, ezért beszorozhatunk és négyzetre emelhe-
tiink.

Kapjuk: % 4 22 4+ 1 > 4% — 4z + 4, rendezve: 0 > 32> — 6z + 3 = 3(x — 1)°. Ez viszont
csak akkor teljesiilhet, ha x = 1.

Behelyettesitéssel megmutatjuk, hogy ez valéban megolddsa az egyenletnek.
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