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Haladok III. kategoria

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABC héaromszog hegyesszogli. Minden magassdgszakaszan felvessziik a cstcstdl ta-
volabbi harmadolépontokat, legyenek ezek rendre A’, B’, C’. Igazoljuk, hogy az ABC és

az A’ B'C’ haromszogek hasonléak.

Megoldas.

Magassdgok harmadolépontjai

Haszndljuk az abran lathat6 jeloléseket (S a sily-
pont, M a magassagpont).

S harmadolja az AF, silyvonalat, mig az A’ har-
madolja a magassagvonalat (AS = % - AF,, illetve
AA' = 2. AT,). Mivel az AA'SA & AT,F,A
A-nal 1év6 szogei is megegyeznek, ezért a két
hdromszodg hasonld, tehét az SA’ szakasz parhuza-
mos a BC' oldallal.

Tehit az SA'M haromszog derékszogli. Hasonlé
allitas igaz a maésik két harmadolépontra is. Igy
az A', B', C' pontok az MS, mint 4tmérd folé
emelt koron vannak.

Mivel a pontok egy koron vannak, ezért a
O'B'A<x=C'MA'< (mindkét szog a C'A
ivhez tartozik). A C’'M A’<-et mar koénnyen tudjuk
szamolni. Mivel MT,CA és CT.B/\ derékszogd,
ezért

C'B'Aa=CMA<=90°-T,CT.< =90° — (90° — ABC<) = ABC<.

Az A'B'C’ hdromszog masik két szogére is hasonlé médon igazolhatjuk a megfelels egyen-
16séget. Tehdt a két haromszog szdgei paronként megegyeznek, azaz a két haromszog ha-

sonlo.
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Osszesen: 7 pont



2. A H halmazt hivjuk izgalmas halmaznak, ha olyan véges, valés szdmokbdl 4ll6 halmaz,
hogy minden x € H esetén 2> — x € H is teljesiil.

Hany elemi az a G halmaz, amely az 0sszes lehetséges 2017-elem( izgalmas [ halmazok
uniéja?

Megoldas. Legyen f(z) = 2° — 2. Ha y = f(x), akkor azt fogom mondani, hogy y szdm
x szdm képe, mig x szdm y Ose.

El6szor megmutatjuk, hogy ha 2 < z € H, vagy —1 > x € H, akkor H halmaz nem véges,
és igy nem izgalmas.

Ha2 <z — 2’ —2=a(x—1) > 2(2— 1) = z, vagyis minden ilyen 2 € H esetén van
olyan 2’ > x, hogy 2’ € H, azaz H nem véges.

Ha —1>2 — 2’ —z=x(z—1)> (=1)((-1) — 1) = 2, vagyis ilyen 2-ek képe 2-t5l
nagyobb, innen az el6z6 sor miatt H nem lehet véges.

Most nézziik meg, hogy mi van, ha 0 < z < 1! Ha 0 < =z < 1, akkor
f(f(z)) = (:Cz—x)2 — (@ —2)=2@@-1)(2*-z-1)=z(1—2)(1 +2 —2?).

Mivel a pozitiv tagi (ezért kellett az utolsé 1épésben az elébb (—1) - (—1)-gyel szorozni)
szdmtani-és-mértani-kdzepek kozotti osszefliggés miatt

2
0<IP(1 =1 o) = (1-m)(14a ) £ (LEDEQEEZIDY

=S*(1—-a;1+2—27),

((1—x)+(21+x—m2)>2: (2—2x2>2< N

Vagyis ha 0 < z < 1, akkor 0 < f(f(a:)) < z, de akkor megintcsak nem lehet H véges, és
igy izgalmas sem.

Most nézziikk meg, van-e az f(x) = 2% — x fiiggvénynek fixpontja, vagyis olyan ¢ szdm, hogy
fle)=c

Az 2° —z = = egyenletet megoldva adédik, hogy a két lehetséges fixpont: z; =2, és
Ty = 0.

Ezek, és csak ezek azok a szdmok, amelyek bevétele a H halmazba nem vonja maga utin
egy masik szdm bevételét H-ba (vagyis sajat maguk képei, illetve Gsei).

Most nézziikk meg, mely szamok a 0, €s a 2 szdmok tovabbi Gsei!

Megoldva x> — z = 2 egyenletet adédik, hogy 2 masik Gse a —1, mig megoldva 2> — 2 = 0
egyenletet adédik, hogy 0 masik &se az 1.

Most vizsgaljuk meg, hogy ezeknek az {ij szamoknak mik a tovabbi &sei! Mivel
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! 1
e hay= 7 akkor pontosan egy 8se van <x = 2>,

1 «
e hay> T akkor pontosan két 6se van, mig

1
e hay< r akkor nincsen egyetlen §se sem.

Emiatt a —1-nek nincsen 8se, az 1-nek viszont két 8se is van. Vizsgéljuk az 1 Gseit!

1 5 5
Megoldva az 2° — 2 = 1 egyenletet adédik, hogy 1 Gsei: p; = V5 <% 1,618 > 4),

2
1-vV5
2
A tovéabbiakban fellépd Gsoket aszerint, hogy pozitivak (p;), vagy negativak (q;) jelolésben
megkiilonboztetem, illetve py Gseit fogom pg-gyel, illetve gx1-gyel jelolni! Az is vildgos,

illetve q; =

1
hogy egy szdm Gseinek az Osszege (mivel f(x) szimmetriatengelye = = 5) éppen +1.

Mivel f(z) az x > 1 esetén szigordan monoton nd, ezért p; pozitiv p, Gsére 1 <p1 <p2és

hasonléan valamennyi k esetén I < px < pr+1. Emiatt persze a fellépd tovabbi sok valéban

negativak (hiszen egy y két Gsének Osszege pontosan +1), s6t minden k-ra g = 1 — pi <

- 5 1
4 4

Ez egyuttal azt is jelenti, hogy egyetlen gi-nak sincsen Gse!

Most vizsgéljuk meg, hogy mi a helyzet, ha 1 < z < 2 és olyan az x, hogy két szomszédos
Dk, Pr+1 kO0z€ esik, vagyis 1 < pp < z < ppy; < 2!

Ekkor mivel f(z) az 1 < x < 2 esetén szigordan monoton ng,

pr—1 = f(pr) < f(x) < f(Pr+1) = Pr-

Ezt k-szor alkalmazva 0 < f(f(f e (f(x)) . )) < 1. Vagyis ilyen =z € H esetén van
olyan 2’ € H is, amelyre 0 < 2’ < 1, de ez (a kordbban leirtak miatt) azt jelenti, hogy a H
nem véges, és igy nem is izgalmas!

Ha —1 < z <0, és z nem egyezik meg semelyik g-val sem, akkor a fenti észrevétel ugyan-
igy megismételhetd; ilyen x € H esetén sem lesz véges H.

Vagyis H végessége miatt [ elemei csak a —1; 2 (ezek ketten kiilon ,,csoportot képeznek™),
illetve a

1+V5  1-+5
) ; 41 = D)

0; 1; pr = ;D2 @25 D3 Q35 - Dk QR - -

(ebben a ,,csoportban” végtelen sok lehetséges tag van) koziil keriilhetnek ki, méghozza
az aldbbi irdnyitott grafnak megfelelGen.

(Az dbrdban a nyilak/irdnyitott élek azt jelentik, hogy az adott x bevétele esetén mely mdsik
szamot muszdj bevenniink H-ba.)
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Ha az als6 abraban a lehet6 legnagyobb indexli olyan p;-t akarom belevenni H-ba, hogy
H még lehessen 2017 elemd, akkor ez a pyo;5 lesz, mert ennek a belevétele az dsszes tdle
kisebb index{i p; bevételét magédval vonja, valamint az 1-t, és a O-t is. Nyilvdn a legna-
gyobb index{ ¢;, amit belevehetek az a g5 szintén, és trividlis, hogy barmely kisebb index(
(1 £4 £ 2014) p;-re, vagy g;-re tudunk csindlni olyan izgalmas 2017 elemd H halmazt,
hogy az adott p;, vagy ¢; eleme legyen, vagyis ezeket a p;; g;-ket (és csak ezeket!) tartal-
mazni fogja a G halmazom, valamint tartalmazni fogja rendre a —1;0; 1;2 négy egész sza-
mot is.

Azaz G elemszdma: |G| =2 - 2017 = 4034.

2 pont

Osszesen: 7 pont

3. Adott egy 8 x 8-as sakktdbla. Nevezziik f6atlo-

a b

8
nak az al-h8 atlét. Az atlé alatti mezdket 0-kal tolt-
jiik ki, mig a tobbi mezbbe pozitiv négyzetszamokat
frunk. A kitoltés utdn megvizsgdljuk a sor-, il- 6 0)0
letve oszloposszegeket. Legkevesebb hany kiilon- 5 0/0]0
boz6 szam lehet a 16 Osszeg kozott? 4 0101010
3 0/(]010|0]O
2 0/0/0]0]0|0
1 0/]0J0|0]0O0|0]O0
d e f g h

Megoldas. A h oszlop 6sszege a h8 mezdn dllé szam. Ez azonban szerepel a nyolcadik sor
0sszegében (mds szdmokal egyiitt). Ez a két 6sszeg nem lehet azonos, igy legaldbb kétféle
szdm szerepel az 0sszegek kozott.

Ezt el is lehet érni. Ha a tdbla 2 x 2-es, akkor minden olyan kit6ltés megfeleld, aminek
a két széIsé mezdjében azonos szam all. Mutatunk egy kitoltést a 4 x 4-es négyzetben is
(1d. 1. ébra).

1 pont

1 pont



1 9 | 25 |169

9 | 16 | 144
25 | 144
169

1. dbra. 4 x 4-es négyzet kitoltése (a nem jelolt négyzetekben 0-dk dllnak)

Tegyiik fel, hogy egy n x n-es tdbldzatot mar sikeriilt kitdlteni dgy, hogy a teljes sor és osz-
lop kivételével mindenhol mashol a szamok Gsszege A, mig a teljes sorban és oszlopban B.
Tovébbi feltételiink, hogy A pératlan legyen.
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2. dbra. Atléval bévitiink egy megfelels kitoltést

Egészitsiik ki a n x n négyzetet egy atléval, hasznaljuk az 2. dbra jeloléseit. Célunk, hogy
az utolsé n sor és oszlop Osszege azonos legyen. Ehhez az alabbi osszegeket kell egyenlové
tenniink:

A+z=...=A+zx=y.
Azaz olyan x és y szamokat vélasszunk, amire igaz, hogy y —x = A. Konnyen ellendrizhetd,
A-T\ A+ 1\ P
hogy az = = — ) sy={—75— megfeleld valasztas.
Igy kaptunk egy kitoltést a (n + 1) x (n 4 1)-es esetre. A teljes sor és oszlop Osszege
A+1Y A+1Y
B' =B+ <;_> , mig a tobbi sor, illetve oszlop dsszege A’ = <;—> .
Mivel A egy pératlan négyzetszam, ezért néggyel osztva 1 maradékot ad, igy A = 4k + 1.
o (DY A , ,
Emiatt A" = )= 2k + 1, azaz A" szintén egy paratlan szam lesz.

Az indukcids 1épésiink miikodik, igy eljuthatunk a 8 x 8-as négyzet megfeleld kitoltéséhez.
Tehat 1étezik olyan kitdltés, amely sor- és oszlopodsszegei kozott csak kétféle szam szerepel.
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Osszesen: 7 pont



