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1. fordul6
Haladok II. kategoria

Megoldasok és javitasi itmutato

1. Melyek azok a p primek, amelyekre (p? + 11)-nek pontosan 6 pozitiv osztGja van? 7 pont

1. megoldas. Ha p = 2, akkor p* + 11 = 15, aminek csak 4 oszt6ja van, igy ez nem megoldas.
Ha p = 3 akkor p? + 11 = 32 + 11 = 20, aminek 6 oszt6ja van, igy ez j6 megoldas. 1 pont

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy p > 3 megfelel$ prim nincs.
Egy egésznek pontosan 6 pozitiv osztdja csak két esetben lehet:

(I) ha ¢° alakd, vagy (IT) ha ¢°r alakd, ahol ¢ és r kiilonb6z8 primek. 2 pont
Mivel p pératlan, ezért felirhatd 2k + 1 alakban, ahol k pozitiv egész.

Ekkor p? + 11 = 4k> + 4k + 1 + 11 = 4(k? + k + 3), tehét oszthat6 4-gyel. 1 pont
A 4-gyel val6 oszthatosag miatt (I) és (I1) esetben is csak g = 2 lehetséges. Ebbdl az (I) esetben

p? + 11 = 2° = 32, ahonnan p-re nem kapunk megoldast. 1 pont

A (II) esetben, mivel p > 3, ezért p = 3/ + 1 alakba irhat6 (ahol [ pozitiv egész), de ekkor
p2 +11=97+6/+1+11= 3(312 + 2/ + 4), tehét oszthaté 3-mal is, amib6l r = 3 kovetkezik.
Ekkor p* + 11 = 2% .3 = 12, ahonnan p-re szintén nem kapunk megoldést (hiszen az 1 nem
primszam). 2 pont
Tehat valoban egyetlen megfelel$ prim van, a p = 3. -
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Ha p = 2, akkor p? + 11 = 15, aminek csak 4 osztéja van, igy ez nem megoldas.

Ha p = 3 akkor p? + 11 = 3% + 11 = 20, aminek 6 osztdja van, igy ez j6 megoldas. 1 pont
A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy p > 3 megfelel§ prim nincs. Végezziik el a kovetkezd
atalakitast: p2 +1l=(p+D(p-1)+12, 2 pont
Mivel p pératlan, a p + 1 és p — 1 is paros, és p > 3 miatt (pontosan) az egyik oszthaté 3-mal is.
Ezérta (p+ 1)(p — 1) és innen p? + 11 is oszthaté 12-vel, azaz p? + 11 = 12k (k egész). 2 pont

De p > 3 miatt k > 2 szintén teljesiil, a 12-nek 6 pozitiv osztéja van, igy a p> + 11 = 12k-nak
biztosan 6-ndl tobb osztdja van. 2 pont

Tehat valoban egyetlen megfelel$ prim van, a p = 3. -
Osszesen: 7 pont



2. Az ABCD trapéz AB alapja 5, CD alapja 3 egység. A BC szar hossza 8 egység. Legyen Fa DA
szdr felezpontja. Bizonyitsuk be, hogy FB? + FC? llandé, és adja meg ennek az dllandénak az
értékét!

5+3
1. megoldas. A trapéz kozépvonaldnak hossza

=4egys€g. p C

Ez azt jelenti, hogy a BC szir E felezGpontja 4 egység tdvol van
B-t8l, C-t6l és F-16l is, azaz F rajta van egy E kozépponti, BC
atmérdji koron.

Thalész tétele miatt a BF C haromszog derékszogd, a derékszog
az F csucsndl van.

Ezért Pitagorasz tétele alapjan F B>+ FC? = 82 = 64, ami 4llandé.

OSSZESBH: A B

2. megoldas. Rajzoljuk meg a trapéz C csucson, illetve az F D _x H3-x C
ponton dtmend magassagat! Mivel az F pont felezGpont, ezért
felezi a magassagot, és az alapok egyenesét A és D csucsoktol
egyenld tdvolsagra metszi, jeloljiik ezt a tdvolsagot x-szel.

Ennek megfelelGen:

HC=3-x N
GB=5+x ! !
TB=2+2x GXAT 2+2x B

Fontos megjegyezni, hogy x elGjeles tdvolsag, ahol az eldjel a trapéz szogeitdl fligg. Ez azonban
a megoldast érdemben nem befolyésolja.

Pitagorasz tétele alapjan az alabbi egyenl&ségek irhatok fel:

FB = (%)2 +(+x)

2
FC? = (%) +(3-x)?
BC? =64 =m” + (2 +2x)?

Az elsd két egyenlet 0sszegét véve és a harmadik egyenletet atalakitva:
2

m7+2x2+4x=30

m2
FBZ+FC2=7+2x2+4x+34
Igy FB? + FC? = 30 + 34 = 64, 4llandé.

Osszesen:

7 pont

1 pont

2 pont

2 pont
2 pont

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont



3. Oldjuk meg a kovetkez$ egyenletrendszert a valds szamok halmazén:

xvxy+ yyxy =10
s 7 pont
x“+y =17
1. megoldas.
Vezessiik be az a = x + y és a b = \/xy 1j ismeretleneket. Igy az egyenletrendszeriink:
ab=10 )
ont
-2 =17 P
Az elsd egyenletbdl b-t kifejezve és a masodikba beirva az
a*-17a* =200 = 0
masodfokira visszavezethetd egyenlethez jutunk, amelynek megoldésai a® = —8 és a” = 25. 2 pont
Az els6 nem ad valés megoldast, a masodik esetben a = 5 és b =2, vagy a = -5és b = -2, de
ez utobbi a négyzetgyok definicidja miatt nem lehetséges.
Igy az eredetinél 1ényegesen egyszeriibb
xX+y=5
{ Y 1-1 pont
xy=4
egyenletrendszerhez jutunk, amelynek megolddsai: (1;4), illetve (4; 1). 1 pont
Osszesen: 7 pont
2. megoldas. Az els§ egyenletet négyzetre emelve (sziikséges, hogy az egyenlet bal oldala
pozitiv legyen): 1 pont
x3y + xy3 + 2)62y2 =100
(2% + %) xy + 2(xy)* = 100 1 pont
A masodik egyenletet felhasznélva xy-ra masodfoku egyenlethez jutunk:
2(xy)? + 17(xy) =100 =0 1 pont
Ennek megoldasai: xy = 4 vagy xy = —12,5, de a masodik megoldas a négyzetgyok definicidja
alapjan nem lehetséges. 1 pont
y-t kifejezve és a masodik egyenletbe beirva az x* — 17x? + 16 = 0 mésodfokra visszavezethetd
egyenlethez jutunk, amelynek megoldésai: x? = 1, vagy x? = 16. 1 pont
Ekkor a lehetséges megoldasok: (1;4); (4;1); (=1;-4); (-4;-1), 1 pont
de az utols6 két szampar nem felel meg a négyzetre emelés el6tti feltételnek. 1 pont
Osszesen: 7 pont



4. Adott a sikon egy irdny. Vegyiink fel a sikon 1001 téglalapot gy, hogy mindegyik téglalap két
oldala parhuzamos legyen ezzel az irdannyal. Legfeljebb hany diszjunkt tartoményra oszthatjak
ezek a téglalapok a sikot? 7 pont

A téglalapok helyzetébdl kovetkezik, hogy két ilyen téglalapnak legfeljebb 4 metszéspontja lehet. 1 pont

Vegyiik fel a téglalapokat egyenként. Egy téglalap a kordbbi tartomanyokat legfeljebb 2 részre
osztja. Amikor berajzoljuk a k-adik téglalapot, akkor ennek az 4j téglalapnak a keriiletén legfel-
jebb 4(k — 1) metszéspont alakul ki. Ezek a metszéspontok a téglalap keriiletét 4(k — 1)részre
osztjak. 1 pont

Ezek a részek mar meglévd sikrészeket vignak ketté, igy a sikrészek szama 4(k — 1)-gyel nd. 1 pont

Ezért 1001 téglalap esetén a sikrészek szdma legfeljebb:
2+4-1+4-2+...4+4-1000. 1 pont

A szorzatokbdl 4-et kiemelve €s a zardjelben az 6sszegzést Gauss-modszerrel elvégezve kapjuk,
hogy

2+4-1001 - 500 =2+ 2002 - 1000 = 2 002 002. 2 pont

Ez tényleg elérhetd példaul a kdvetkezd mdédon: a k-adik téglalap ,,vizszintes” oldala legyen
feleakkora, ,.fligg6leges” oldala legyen kétszer akkora, mint az el6z§ téglalap megfelelS oldala,
valamint az 0sszes téglalap kdzéppontja legyen ugyanaz a pont. 1 pont

(k = 1)-edik téglalap
k-adik téglalap

Osszesen: 7 pont



5. Az ABC haromszdg AB oldaldnak egy belsS pontja P, valamint az AF sulyvonal és a CP szakasz
metszéspontja N. Mekkora lehet az ABC haromszog teriilete, ha az APN hiromszog teriilete
1,6, a CF N haromszog teriilete pedig 3 teriiletegység? 7 pont

Megoldas. Jelolje az ANC haromszdg teriiletét x. Mivel F
az AC szakasz felezGpontja, ezért N BC haromszogben N F'

stlyvonal, tehdt Typra = Tycra = 3. 1 pont
Mivel az ABC haromszogben AF sulyvonal, ezért Tapr, =
=Tacra =3 + x, ahonnan Typg, = x — 1,6. 2 pont
Az N illeszkedik CP szakaszra, ezért ABC és ABN harom-
B

szOgek teriiletét C P szakasz azonos PA ardnyban osztja két

. Tppcn  Tppna  BP
részre, azaz = =—. 2 pont

Tpaca Tpann PA
3+43+x-16 x-16

Behelyettesités utdn: — = —. A -

ehelyettesités utan T 16 7 egyen
letet rendezve 5x? — 8x — 48 = 0 adédik, amelynek pozitiv
megoldasa csak az x = 4. 1 pont
Az ABC haromszog teriilete tehat 2 - (3 + x) = 14 teriiletegység. 1 pont
Osszesen: 7 pont



