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Megoldasok és javitasi itmutato

1. Hatdrozzuk meg a [36" — 5%| kifejezés legkisebb értékét, ahol n és k pozitiv egész szdmok. 7 pont

Megoldds. Minden pozitiv egész n és k esetén 36" hatra, 5 6tre végzddik.

Tgy [36" — 5%| utols6 jegye 36" > 5 esetén 1-es, 36" < 5% esetén 9-es. 2 pont
|36" — 5%| értéke nem lehet 1, mert ha 36" — 5% = 1, akkor 36" — 1 = 5%. Mivel a" — b" =

= (a-b)@" " +a"Pb+...+ "), az egyenlGség bal oldaldn 4ll6 kifejezés oszthaté 35-tel,

azaz 7-tel is, de a jobb oldalon 4ll6 kifejezés biztosan nem oszthat6 7-tel. Igy az egyenl§ség nem

allhat fenn. 2 pont
|36" — 5| értéke nem lehet 9, mert ha 36" — 55 = —9, akkor 36" + 9 = 5%. Az egyenl8ség bal

oldalan all6 kifejezés oszthat6 9-cel, de a jobb oldalon 4116 kifejezés biztosan nem oszthat6 9-cel.

Igy az egyenl6ség nem 4llhat fenn. 2 pont
A kovetkezG szam a 11, |36" — 5%| értéke felveszi ezt a szdmot, mégpedig n = 1, k = 2 esetben.

Tehét a feladat megoldésa: 11. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Tekintsiink egy legfeljebb kétjegyd pozitiv egészekbdl 4116 10-elemd halmazt. Bizonyitsuk be,
hogy ennek mindig van két olyan, kozos elemek nélkiili nemiires részhalmaza, amelyekben az
elemek Osszege egyenld. (Ha egy halmazba egyetlen elem keriil, az 6sszeg az elem maga.) 7 pont

Megoldas. Legyen A egy tetszSleges részhalmaz. Az A-beli elemek Osszege legaldbb O és
legfeljebb 945, igy az elemek Osszegeként legfeljebb 945 kiilonbozd érték johet ki. 2 pont
Az elemekbd] képezhetd Gsszes kiilonbozd részhalmaz szdma 2! = 1024, igy a skatulya-elv
alapjan biztosan van legalabb két kiilonboz$ részhalmaz, amelyekben ugyanannyi az elemek
Osszege. 2 pont
Vegyiink két ilyen részhalmazt! Hagyjuk el ezekbdl a kézos elemeket (ha vannak), igy mindkét
részhalmazban ugyanannyival csokkentettiik az elemek Osszegét, de egyik sem lesz iires, mert
az azt jelentené, hogy eredendGen egyenld volt a két halmaz. 2 pont
Mivel a kordbban egyenld 0sszegek ugyanannyival csokkentek, az elemek Osszege tovadbbra is
egyenld, kozos elemek nincsenek, igy éppen a feladat feltételének megfelels két részhalmazt
kaptunk. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Az ABCD négyszog csucsai rajta vannak a k koron. A négyszog AC és BD atl6ja merSleges
egymasra. A k kor kézéppontja O, az AB oldal felezGpontja F'. Bizonyitsuk be, hogy CD = 2-OF.

B/

1. dbra

1. megoldds. Legyen a B pont O-ra vonatkozé tiikor-

képe B’. Vizsgéljuk meg az AB’ DC négyszoget.
Ebben a négyszogben AB’ = 2 - OF, mert az OF ko-
zépvonal az AB’ B hdromszogben. Azt kell tehat belatni,
hogy AB" = CD.

Mivel BB’ a k kor atmérdje, ezért a Thalesz-tétel miatt
a BD és B'D merGleges egymadsra.

Mivel AC is merSleges BD-re, ezért B'D és AC pérhu-
zamosak egymadssal, tehdt az AB’ DC négyszig trapéz.
Mivel az AB’DC trapéz csicsai rajta vannak a k ko-
ron, igy ez egy hurtrapéz. A hurtrapéz szarai egyenld
hossziak, tehdt AB” = CD, igy kordbbi megjegyzésiink
alapjén készen vagyunk.

Nem biztos, hogy az A, B’, D, C pontok ebben a sorrendben jonnek egymads utdn a koron: az is
lehet, hogy B’ és D forditott sorrendben vannak (2. dbra). Ilyenkor a fentiek az AD B’C négyszogre
mondhatok el. Ugyanigy kijon, hogy a négyszog hurtrapéz, am most azt a tulajdonsagét hasznaljuk
a hurtrapéznak, hogy az atl6i egyforma hosszuiak.

2. abra

3. abra

Végiil az is lehet, hogy B’ és D egybeesnek (3. dbra). Ilyenkor az eredeti négyszog egy deltoid
(BD atméré a korben), és AB'C egy egyenld szédrd haromszog, és emiatt vagyunk készen.

Megjegyzés. Ha a megoldé nem gondol rd, hogy az dbra tobbféle mddon is kinézhet, csak 4

pontot kaphat a gondolatmenetért.

Osszesen:

7 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont



D 2. megoldas. A keriileti szogek tétele alapjan ACD < =

= DBA<és ADB< = ACB<, mert azonos iven nyugvo
I keriileti szogek. 1 pont
A X1 /I Xo C A kertileti és kozépponti szogek tétele alapjdn AOB < =
M =2-ACB< =2 - ADB<, hiszen azonos iven nyugvo
o keriileti és kﬁfépponti szogekrdl van sz6. 1 pont
De FOB« = 3 -AOB<, hiszen F az AOB egyenl§ szara
Y2 haromszog alapjanak felez6pontja, igy FO az alaphoz
tartoz6 magassag, ami felezi a szarszoget.
Igy FOB< = ADB< = ACB-=. 1 pont
Ekkor AM D hiromszog hasonlé BFO haromszoghoz,
B mert szogeik egyenldk. 1 pont
F
A megfelel§ oldalak ardnyat felirva: - = ﬂ, ebbdl
= -xl
2
2.0F = AB- 2L (1) 1 pont
X1
CDM haromszdg hasonlé BAM hiaromszoghoz, mert szogeik egyenldk. 1 pont
AB
A megfeleld oldalak ardnyét felirva: — = —, ebbdl
34 X1
cD=AB- 2L )
X1
Ekkor (1) és (2) feltételek alapjan: CD =2 - OF 1 pont

Megjegyzés. Az atlok merSlegessége miatt a kor kozéppontja mindig a négyszdg belsejében
van.

Osszesen: 7 pont

4. A [0; 12] intervallumban levs x, y valds szdmokra teljesiil, hogy xy = (12 — x)2 - (12 - y)2.
Mekkora az xy szorzat legnagyobb értéke? 7 pont

Megoldas. Az egyenlet két oldaldn nemnegativ szdmok dllnak, igy gyokst vonhatunk. Mivel x
és y a [0; 12] intervallumban vannak, a jobb oldal négyzetgyoke

(12-x)-(12-y) = 122—12(x+y)+xy. 1 pont

¢ +
fey azt kapjuk, hogy vy = 122 — 12(x + y) + xy = 122 - 24 . 222
A jobb oldal nem csokken, ha x €s y szamtani kdzepe helyére az anndl nem nagyobb mértani

+Xxy. 1 pont

kozepliket irjuk: v/xy < 144 — 24+/xy + xy. 1 pont
Ez a y/Xy = z helyettesitéssel a 0 < 144 — 257 + z2 egyenl6tlenségnek felel meg. 1 pont

+
Mivel 0 < z = xy < al

halmazon a 0 < z2—25x+144 = (- 9) - (z - 16) egyenl6tlenség megolddsa a [0; 9] intervallum.

< 12, azért a z valtozo is a [0; 12] intervallumba esik. Ezen a

Ebbdl kovetkezik, hogy a feladat véaltozéira v/xy < 9, azaz xy < 81. 2 pont
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az egyenlGség az x = y = 9 esetben fennall, tehat az xy

szorzat legnagyobb értéke 81. 1 pont
Osszesen: 7 pont



