Haladok II. kategoria 3. (dontd) fordulo

1. Keressiik meg azokat a pozitiv egészekbdl all6 rendezett (a; b) szdmpdarokat, amelyekre az

a’h -1 & bla+1
a+1 h-1

kifejezés értéke is pozitiv egész szam. 7 pont

2. Egy hdromszognek hdrom kiilonbdz8 nagysdgi hegyesszoge van. Képezziik mindegyik oldaldnél
az oldalfelezési pont és a magassdagvonal talppontja kozti tivolsag és az oldalhoz tartozé magassag
hanyadosat. Bizonyitsuk be, hogy az egyik hanyados a masik két hanyados Osszege. 7 pont

3.Egy 1 egység oldald szabdlyos tizszoget néhany 1 egység oldali rombuszra osztunk fel. Két
rombuszra azt mondjuk, hogy ugyanolyan fajta, ha egybevagok. Bizonyitsd be, hogy a tizszog
barmely, 1 egység oldald rombuszokra torténd felosztdsdban ugyanannyi rombusz szerepel, s6t
az egyes fajta rombuszokbdl is minden esetben ugyanannyi van! 7 pont



Megoldasok és javitasi itmutato
1. Keressiik meg azokat a pozitiv egészekbdl 4ll6 rendezett (a; b) szdmpdrokat, amelyekre az

ab-1 ba+1
es a
a+1 b-1

kifejez€s értéke is pozitiv egész szam. 7 pont

Megoldas. A megadott feltételek mellett az elsd tortet vizsgélva a+1= (a+ 1)(a2 —a+1),
tehat
a+1|a’+1.

Mivela+ 1| a’b—1,ezérta+1| (@ + 1)+ (@b-1)=a’(b+1).
Mivel (a;a+1) =1, ezértebbSl a + 1 | b+ 1 adédik. 2 pont
A masodik tortet vizsgélva €s figyelembe véve, hogy a tort értéke pozitiv egész szam, ezért b > 2
(b € N, illetve b> — 1 = (b — 1)(b* + b + 1), tehat
b-1|b-1.

Mivel b— 1| ab® + 1,ezértb—1| (B> = 1) + (ab> + 1) = b’ (a + 1).
Mivel (b—1;b) =1, ezértebbdl b—1 | a + 1 adédik. 2 pont
A kapott két feltételt egyesitve b—1 | a+ 1| b+ 1, tehat

b—1|b+1.
EbbSlb—-1|(b+1)—(b—-1)=2,ezért by =2, vagy by = 3. 1 pont
b=2eseténa+1|3.Ezafeltétel a € N* esetén csak az a = 2 esetben teljesiil. 1 pont

b=3eseténa+1|4.Ezafeltétel a € N* esetén csak az a = 1, vagy az a = 3 esetben teljesiil.

Igy a megolddsként kapott szampdrok: (2;2), (1;3), (3;3). 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. Egy haromszognek harom kiilonboz8 nagysdgu hegyesszoge van. Képezziik mindegyik oldalanal
az oldalfelez€si pont és a magassdgvonal talppontja kozti tdvolsag és az oldalhoz tartozé magassag
hanyadosét. Bizonyitsuk be, hogy az egyik hanyados a mésik két hanyados Osszege. 7 pont
1. megoldas. A hiaromszog oldalai kiilonbozdek, legyen ¢ > a > b.
Irjuk fel Pitagorasz tételét az ABG és az AGC hdromszdgekben az AG befogéra:
AG? = AB* - BG* = AC* - GC*.
Rendezziik at:

AB? — AC? = BG* - GC? = (BG + GC)(BG - GC). (1) 2 pont



G a BC szakaszon van, igy BG + GC = BC, mésrészt BG — GC = (BD + DG) — (CD — DG) =

= 2DG, hiszen D pont BC felezési pontja, azaz BD = CD. 2 pont
A kapott eredményeket (1)-be beirva,
rendezve:
AB2 —A 2 2 _ b2
DG - C _c ’
2-BC 2a
azaz
DG - - | .
= = . on
AG ~ 2am, 4T P
Hasonléan felirva a hdnyadosokat:
HE ¢*-a*> | IF a*>-b? | vont
—_— = es — = on
BH ~ 4T CI~ 4T P
A I F B
. HE IF DG
Igy adddik a bizonyitand6 allitds, hiszen — + — = —. 1 pont
BH ClI AG
Osszesen: 7 pont
2. megoldas.
A haromszog oldalai kiilonbozéek, legyen ¢ > a > b.
BG-GC = (BD+DG)-(CD-DG) =2DG,hiszen D pont BC felezési pontja, azaz BD = CD. 2 pont
Legyen DAG < = ¢, ekkor
DG BG-GC 1(BG GC 1
tgp = = =~ |-——-—=|==(tg(90° — B) —tg(90° — y)). 3 pont
8P == "7ac  ~ 3 (AG AG) 5 (e B) — tg( ) pon
Hasonl6an felirva a hdnyadosokat:
HE 1 1
— = —(tg(90° — @) — tg(90° — s — = =(tg(90° — B) — tg(90° — @)). 1 t
gE = 5 (18007 —a) —1g(90° —y)) & = (190" - ) ~1g(90" — @) pon
. HE IF DG
Igy adédik a bi ftand¢ allitas, hi —+—=—. 1 t
gy ad6dik a bizonyitando 4llités, hiszen —— + I - AG pon
Osszesen: 7 pont
3.Egy 1 egység oldald szabdlyos tizszoget néhdny 1 egység oldali rombuszra osztunk fel. Két
rombuszra azt mondjuk, hogy ugyanolyan fajta, ha egybevagdk. Bizonyitsd be, hogy a tizszog
barmely, 1 egység oldali rombuszokra térténd felosztdsaban ugyanannyi rombusz szerepel, s6t
az egyes fajta rombuszokbdl is minden esetben ugyanannyi van! 7 pont

Megoldas. Két, a felosztasban szerepld rombuszt nevezziink szomszédosnak, ha van kozos olda-
luk, vagy egy-egy oldaluk legaldbb részben egybeesik (azaz a két oldalnak van koz0s szakasza).

A szabdlyos tizszog oldalai legyenek ay, az, as, ..

., alo.



Legyen ABCD egy, a felosztdsban szerepld R rombusz. Ennek példaul az AB oldala vagy a tizszog
egyik oldaléra esik, vagy az AB oldalt atlépve egy szomszédos R; rombuszra jutunk. Ennek AB-
vel parhuzamos oldala vagy a tizszog oldalara esik, vagy az A B-vel parhuzamos oldalat atlépve
egy Ri-gyel szomszédos, R, rombuszra jutunk. Az R, rombusz AB-vel parhuzamos oldala vagy
a tizszog oldaléra esik, vagy ha nem, akkor ezt az oldalt atlépve egy szomszédos, R3 rombuszra
jutunk €s igy tovabb. Az eljaréds akkor szakad meg, ha egy olyan rombuszhoz jutunk, amelynek
AB-vel parhuzamos oldala a tizszdg valamelyik a; oldaléra illeszkedik.

Ezt az eljarast az ABCD rombusz CD oldaldra is elvégezve néhany egymashoz csatlakozé
rombuszon végig 1épkedve egy olyan rombuszhoz jutunk, amelynek CD-vel (és ezért AB-vel is)
péarhuzamos oldala a tizszog valamely a; oldalara esik. Mivel a; || AB || CD || a;, azt kapjuk,
hogy a; és a; a tizsz6g két parhuzamos oldala, azaz ezek a szabalyos tizsz0g szemkozti oldalai.

Tehdt az ABCD rombusz a tizszog két szemkozti, AB-vel és CD-vel parhuzamos oldalat Ossze-
kots, egymdshoz csatlakoz6 rombuszokbdl 4116 ut egy eleme.

Teljesen hasonloan belathato, hogy az ABC D rombusz a tizszog két szemkozti, BC-vel és AD-vel
parhuzamos oldalét 6sszekotd, egymdashoz csatlakozé rombuszokbdl 4ll6 ttnak is eleme.

Ebbdl az is latszik, hogy a felosztasban szerepld barmely rombusz oldalai pArhuzamosak a tizszog
valamelyik két oldaldval.

A szabalyos tizszog barmely két oldalegyenese vagy parhuzamos, vagy 36°-0s vagy 72°-os szoget
zar be, igy a felosztasban kétféle rombusz szerepel, az egyiknek 36° és 144°-0s szogei (ez legyen
1. fajta), a masiknak 72°-0s és 108°-o0s szogei vannak (ez a 2. fajta).

Két olyan ut, amelyek a tizszg két-két szemkozti oldalat kotik Ossze, nyilvan keresztezi egymast,
ezért meghatdroz legaldbb egy rombuszt.

1. fajta rombusz az aj—a¢ és ax—ay, ar—a7 és az—ag, az—ag €s as—ag, as—ag €s as—ayy, illetve
as—ajo €és aj—ag utak metszetében taldlhato, €s az 6t utpar mindegyikének a metszetében van
legalabb egy rombusz, ezért a felosztdsban legaldbb 6t darab 1. fajta rombusz van.

2. fajta rombusz az aj—ag és az—ag, ar—a7 és as—ay, az—ag €s as—apg, as—ag és asg—a, végil
as—ayo €s aj—ay utak metszetében van, ebbdl is legalabb 6t darab van tetsz6leges felosztds esetén.

Az abréan lathat6 egy olyan felosztds, amelyben pontosan 5
darab 1. fajta és pontosan 5 darab 2. fajta, tehat 6sszesen 10
darab rombusz szerepel.

Ha a kétféle rombusz teriilete 7', illetve ¢, akkor a tizszog
tertilete 5T + 5¢. Ha egy felosztdsban valamelyik fajta rom-
buszbdl 5-nél tobb lenne, akkor a masikbdl nyilvan 5-nél
kevesebb kellene legyen, hiszen a tizszog teriilete adott. Am
ez lehetetlen, mert mindkét fajtdbol van legalabb 6t. Tehat
egyikbdl sem lehet 6tnél tobb, azaz mindkét fajtdbol ponto-
san Ot darab van, barmely felosztds esetén.

Osszesen:

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

7 pont



Megjegyzés. A tizszog 0sszes lehetséges 1 egység oldali rombuszokra torténd olyan felosztésa,
amelyek forgatdssal nem vihet6k egymadsba, az aldbbi dbran l4thaté. Az utolsé kettd egymas
tiikkorképe, a tobbi dbra eleve tengelyesen szimmetrikus.





