Bolyai Janos
Matematikai Tarsulat

Arany Daniel Matematikai Tanuléverseny
2019/2020-as tanév
Haladok 1. kategoéria, 2. fordulo

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. Melyik tort a nagyobb,

20202022 20192021
20222020 vagy 20212019 ? 7 pOIlt
1 n+3 n+2
Megoldas. Vizsgiljuk éltaldnosan az % és az (ns2) torteket. (Ahol n pozitiv egész
szam.) 1 pont

Kis n-ekre kiprébdlva, az els6 tort mindig nagyobb, igy a sejtés az, hogy az elsd tort nagyobb. 1 pont

(Megjegyzés: Ez az 1 pont jar abban az esetben, ha indoklés nélkiili helyes vdlaszt ad a fel-
adat kérdésére, illetve akkor is megadhat6 az 1 pont, ha nem prébaélta ki kis n-ekre, de igazolja
altaldnosan a helyes egyenl6tlenséget.)

Mivel mindkét nevezd pozitiv, a beszorzds nem véltoztatja a reldcio irdnyat.

A nevezoOkkel beszorozva, a bal oldal
(n+1)"3. (n42)" = (n+1)" (n+2)") - (n+ 1 = (n®+3n+2)"- (n®+3n+3n+1).  2pont
A jobb oldal:

(n+3)"TL "2 =" (n4+3)"-n? - (n+3) = (> +3n)"- (n® + 3n?). 1 pont
Mivel n pozitiv egész szam, ezért a bal oldal atalakitdsaval kapott szorzat mindkét tényezdje
0202022
nagyobb a jobb oldalon szerepld szorzat tényezdinél, ezért az elsd tort, azaz 20272200 anagyobb. 2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Amennyiben a versenyzd a konkrét szamokkal szamolva korrektiil bizonyit, a tel-
jes pontszamot megkaphatja.



2. Az ABC héaromszogben BCA<t = 90°. Az AB oldal felez&merdlegese a BC oldalegyenest a K
pontban metszi, az AK szakasz felezOmerdlegese a CA oldalegyenest pedig az L pontban. Hata-
rozzuk meg az ABC haromszog két hegyesszogét, ha tudjuk, hogy BL belsd szogfelezbje az ABC
szognek.

Megoldas. Harom esetet vizsgalhatunk.

1. eset: CA < CB. Jeloljiik az ABC haromszog szogeit a-val, B-val és y-val. Mivel L rajta van az
AK szakasz felezGmer6legesén, ezért LA = LK és LAK<<{ = LKA<{ = ¢.

C
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o9
45°-9

Az AKL haromszogre a kiilsdszog-tételt alkalmazva CLK << = 2¢, és emiatt az LKC haromszog-
ben CKL< =90° —2¢.

Az ABK egyenl6 szard hdromszogre alkalmazva a kiilsdszog-tételt:

AKC
RYTC
2 2
Legyen T az AB oldal azon pontja, amelyre LT | AB. Mivel BL belsé szogfelezGje B-nak, ezért

LT = LC és ATLA = KCLA\, hiszen két-két oldal hossza és a hosszabbikkal szemkozti szog

KAB< = KBA<« =

nagysdga egyenld, emiatt LAT << = LKC<,
azaz ¢ +45° — % — 90° — 2¢, amib6l ¢ = 18°.

Ezt felhasznédlva o = 45° + g = 54° és B =36°.

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont



2. eset: CA > CB. Az eldz0 esethez hasonl6 gon-
dolatmenettel:

LAK< = LKA<{ = ¢,
CLK<1 =209,
amibdl
LKC<=90°—2¢.
L € fg miatt LT = LC és ATLA = KCLA
(LT =LC,LA=LK,ATL< = LCK<=90°), ezért
LAT <= LKC<g=90°-2¢,

ahonnan
BAK< = BKA<=90° — ¢,

12y
BA = BK. 1 pont

Masrészt, mivel K rajta van az AB szakasz felez6-
merdlegesén, ezért KA = KB, tehit az ABK ha-
romszog szabdlyos, és igy az A csticsdndl levs szo-
ge 60°, vagyis

©+90°—2¢ =60,

ezért
¢ =30°,
tehat
o =90"—2¢ =30°,
B =180°—90° —30° = 60°. 1 pont

3. eset: CA = CB. Ebben az esetben K =C, L az

€K AC oldal felezGpontja és LC = LA. 1 pont

Masrészt emiatt LT = LC, vagyis LT = LA, ami

\ nyilvanval6an nem lehetséges, mivel az AT L de-

rékszogli haromszogben LA atfogd, LB pedig
K befogo. Igy ez az eset nem valdsulhat meg. 1 pont

. L 13
A T B

Osszesen: 7 pont



3. Bizonyitsuk be, hogy 5401" — 2710" —2036" 4+ 1364" minden n természetes szam esetén oszt-

hat6 2019-cel. 7 pont
Megoldas. 5401" —2710" —2036" 4 1364" = 5401" —2710" — (2036" — 1364") 1 pont
Felhasznélva, hogy a" — b" oszthaté (a — b)-vel, 5401" —2710" oszthaté 5401 — 2710 = 2691-

gyel, igy oszthat6 3-mal is. 1 pont
Hasonl6an: 2036" — 1364" oszthat6 2036 — 1364 = 672-vel, igy oszthaté 3-mal is. 1 pont
Ugyanakkor: 5401" —2710" —2036" 4 1364" = (5401" —2036") — (2710" — 1364"). 1 pont
Az elébbieknek megfelelGen: 5401" —2036" oszthat6é 5401 — 2036 = 3365-tel, igy oszthatd 673-

mal is. 1 pont
Ugyanigy: 2710" — 1364" oszthaté 2710 — 1364 = 1346-tal, igy oszthat6 673-mal is. 1 pont
A kifejezés minden természetes szdm esetén oszthaté 673-mal és 3-mal. Mivel a 673 és a 3

relativ primek, ezért a kifejezés mindig oszthaté 3 - 673 = 2019-cel. 1 pont
Osszesen: 7 pont

4. Bizonyitsuk be, hogy minden 17-nél nagyobb pozitiv egész szdm eldéllithaté harom 1-nél na-
gyobb egész szam Osszegeként, ahol az 6sszegben szereplé szamok paronként relativ primek.
Igazoljuk, hogy a 17 nem éllithat6 el ugyanilyen médon. 7 pont

Megoldas. Legyen k >3,k € N*. Ekkor a
18 =2+3+13, 20=3+4+13, 22=2+4+3+17
felbontdsok alapjan:
6k =2+34 (6k—5), 6k+2=3+4+4+(6k—5), 6k+4=2+3+(6k—1) 2 pont
A 6k+ 1, 6k+ 3, 6k + 5 tipusd szdmokat két-két csoportra osztva példdul az aldbbi elallitdsok
lehetségesek:
12l4+1=94(6]—1)+ (6] —17), 12m+7=34+(6m—1)+ (6m+5)
12143=34+(6l—1)+(6/+1), 12m+9=94(6m—1)+ (6m+1)
121+5=9+(6l—-5)+(6l+1), 12m+11 =34 (6m+1)+ (6m+17)
(leNt,meNT 1>2m>1) 3 pont
Ezutan azt fogjuk beldtni, hogy a 17 nem bonthat6 fel a feladat feltételei szerint haromtagu
osszegre. Indirekt bizonyitdst alkalmazva tegyiik fel, hogy 17 = a+ b+ ¢, ahol a, b, ¢ paronként
relativ primek, és 1 < a < b < ¢ (a,b,c € N*). Ekkor az a, b, ¢ szamok mindegyikének pératlan-
nak kell lennie.
a=3eseténald3+5+7<a+b+c=17<34+5+11,
a>5Seseténpedigh>7,c>9miattaza+b+c>5+7+9=21>17

egyenlGtlenség igazolja, hogy a kivant felbontds nem valdsithaté meg. 2 pont
Osszesen: 7 pont



