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Megoldasok és javitasi Gtmutato

n*+4n* +3

1. Igazoljuk, hogy tetszbl e NT sz4 té - -
gazoljuk, hogy tetszoleges n szam esetén az o2+ 8

tort nem egyszer(sithetd.

Megoldas.

nt+dn?+3 (P +1) (n®+3)

nt+6n24+8  (n242)(n2+4)
A szamldléban és a nevezdben szerepld négy zardjeles kifejezés négy egymadst kovetd pozitiv
egész szamot jelol. Mivel két szomszédos pozitiv egész szam legnagyobb kozds osztdja 1, ezért

a tort csak abban az esetben egyszer(isithet6, ha az egyszer(sités az n® + 1 és n® +4 szémokat
érinti.

d|n*+4ésd|n*+1eseténd | (n*+4) — (n* +1) = 3 alapjdn a tort pontosan akkor egysze-
rdsithetd, ha d = 3.

A két kifejezés 3-mal val6 osztdsi maradékat vizsgaljuk.
Han =3k+1 (k € N), akkor
n+1=9+6k+2=3(3k*+£2k)+2 é n’+4=3(3k>+2k+1)+2
alapjan mindkét kifejezés 3-mal osztva 2 maradékot ad.
Ha n = 3k (k € N), akkor
P H1=9K+1=33+1 é n*+4=9%"+4=3(3kK>+1)+1
alapjan mindkét kifejezés 3-mal osztva 1 maradékot ad.

Igy (n2 +1;n° + 4) = 1, tehat a tort 3-mal sem egyszer(sithetd. Ezzel az allitast belattuk.

Osszesen:

7 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

7 pont



2. Hatdrozzuk meg a kovetkezd fiiggvény szélsGértékeit az [1;6] intervallumon:

4x> 4100
frxm— e 7 pont
X
Megoldas.
100
fx) =4x+ ~

Mivel az 6sszeg mindkét tagja pozitiv az [1;6] intervallumon, ezért alkalmazhatjuk a szdmtani—
mértani kozepek kozti egyenlStlenséget:

100 / 100
4X+—22 4x - — = 40. lpont
X X

Egyenl6ség pontosan akkor 4ll fenn, ha a két tag egyenld, azaz

100
4x = —.
X
Ami a feltételt figyelembe véve x = 5 esetben teljesiil. 1 pont

Ez egyszersmind azt is jelenti, hogy a fiiggvény az [1;6] intervallumon az 5-ben veszi fel a
minimumadt, amely 40-nel egyenld. 1 pont

Megmutatjuk, hogy a fiiggvény az [1;5] intervallumon szigortian monoton csokken, vagyis
1 <x; <xp<5eseténa

432 +100  4x2+100 1 1 -
L (:)4(x1—x2)>100-(———> —100. 122
X1 X) X2 X1 X1X2
25
(x1 —x2) > (x1 —xp) - E

Osszefiiggés teljesiil.
Mivel ha 1 < x; < xp <5, akkor x1 -x3 > 0 (és x; —xp < 0), igy valéban fenndll ez utébbi
egyenldtlenség. 1 pont

Most pedig megmutatjuk, hogy a fiiggvény az |5; 6] intervallumon szigordan monoton névekvda,
vagyis 5 < x1 <xp < 6esetén a
4x2+100  4x3+100 25
<

& (x1—x2) < (X1 —x2) ——
X P (xl Xz) (x1 Xz) X172

Osszefliggés teljesiil.
Mivel ha 5 < x1 < x < 6, akkor x;xo > 25 (és x; —xp < 0), igy valéban fenndll ez utébbi

egyenltlenség. 1 pont

Mivel f az [1;5] intervallumban szigordan monoton névekedd, az |5; 6] intervallumban szigorian

monoton csokkend, a maximumat kizardlag az [1;6] intervallum végpontjaiban veheti fel. 1 pont
244 2

A két intervallumhatdron felvett, f(1) = 104 és f(6) = < = 40§ értékek koziil f(1) a na-

gyobb, igy ez lesz a fiiggvény maximumértéke is. 1 pont

Osszesen: 7 pont



3. Adjuk meg az Osszes olyan legalabb kételemii halmazt, amelynek elemei egész szamok, és a
halmaz elemeinek szorzata éppen annyi, mint ahdny részhalmaza van a halmaznak! 7 pont

Megoldas. A halmaz elemeinek szdma legyen n, ekkor részhalmazainak szdma 2". Ha egész
szamok szorzata a 2-nek hatvanya, akkor e szorzat barmely tényezdje 2 valamely hatvanya vagy
annak ellentettje. 1 pont

El6szor beléatjuk, hogy a halmaz elemeinek szama legfeljebb 6.

Tegyiik fel, hogy n > 7, azaz n = 6 + k, ahol kK > 1. A halmaz elemei legyenek x{, x», x3, x4, x5,
X6s XT75 o5 Xpe

A feltétel szerint xq -xp - X3 Xg X5 - Xg - X7+ ...~ Xy = 2" = 26Tk =262k
Feltehetjiik, hogy |x1| < |x2| < |x3] < x| < Jas| < fxg| < 7] < oo < -

Ekkor |x1| > 1; |x2| > 1; [x3| > 2; |xa| > 2; |x5| > 4; |x¢| > 4; |x7| > 8, és nyilvén |x;| legaldbb 8,
ha k > 8, ezért

2n =260k = X1 X2 X3 X4 X5 X X7 ... Xy| =
= |x1| - |x2| - |x3] - |xal - x5 |- |xs) - xg] e > 1-1-2-2-4-4.8.....8 =20 8K,
Tehat 20 - 2% > 26. 8k, innen k = 0, ami ellentmond a k > 1 feltételnek. Tehat n < 6. 2 pont

Ha n = 6 lenne, akkor xjxpx3x4x5x¢ = 26, és ebben az esetben
64 =20 = X1 - x2 - x3 x4 - x5 X6| = |x1] - |22 - [x3] - |xXa] - x5 - [x6| > 1-1-2-2-4-4 = 64.

Az egyenlGség csak ugy teljesiilhet, hogy |x;| = 1; |xa| = 1; |x3| = 25 [x4] = 2; |x5]| = 45 |x6| = 4,
azazx1 = —1l;xp = 1;x3 = —2; x4 = 2; x5 = —4; x¢ = 4, am ebben az esetben

X1 X2 X3-X4 X5 X = —64
lenne. 1 pont
Tehat 2 < n <5.
Ha n = 5, akkor nyilvén |xs| < 8. A lehetséges halmazok: {—1;1;—2;2;8} és {-1; 1; 2; -4; 4}.
Ha n = 4, akkor a halmazok:
{-1;1,-2;8},{—1;1;2; -8}, {—1;1;,—4;4},{—1;-2;2;4},{1,-2;2;, —4}.
Ha n = 3, akkor a halmazok: {—1;1; -8}, {—1;—-2;4}, {—1;2; -4}, {1;-2;—4}.
Ha n = 2, akkor a halmazok: {1;4}, {—1;—4}. 3 pont

Megjegyzés. Az utolsé harom pont akkor jar, ha mind a tizenhdrom halmazt megadja.

Két pontot kapjon, ha megtaldl legaldbb kilenc halmazt, egy pontot kapjon, ha megtalal legalabb
Otot.

Osszesen: 7 pont



4. Az ABC haromszogben BCA<t = 90°. A haromszog befogobira kifelé ACDE és BF GC négyzete-
ket rajzolunk. Bizonyitsuk be, hogy ha a hiromszog atfogéhoz tartozé magassagénak talppont-

ja T, akkor az F DT haromszog derékszogt. 7 pont
1. megoldas. CATA ~ BCT A, mivel ATC< = CTB< = 90° és TCA<t = TBC< (merGleges
szaru hegyesszogek). 1 pont
F B A hasonlésdg alapjén:
CA BC CD BF
—_— =, azaz _— = — (1) 1 pOI’lt
CT BT CT BT

Ezt felhasznalva:

TCD<=TCA<+90° =TBC<+90° =TBF<. (2) 1 pont

Az (1), (2) egyenloségek figyelembevételével:
TCDA ~TBFA és CDT< =BFT«. 1 pont

Ez utébbi egyenldség alapjan BDT <t = BFT<, igy az

FDTB négyszog hirnégyszog. 1 pont
° ®  Ezen hiirnégyszog alapjan: DT F < = DBF < = 90° (azo-
nos iven nyugvo keriileti szogek).
Ezzel az allitast belattuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé két pontot az alabbi gondolatmenetért is megkaphatja a versenyzé:

A hasonl6sdg és CTB<t = 90° miatt TCB és T BF haromszogek 90°-os elforgatassal kbzéppon-
tosan hasonl6 helyzetbe hozhatok. 1 pont

Igy viszont FTD<( = 90°, ezzel az 4llitast bizonyitottuk. 1 pont

2. megoldas. Hasznaljuk az el6z6 megoldds dbrajat és jeloléseit.

Az ACB derékszogli haromszoget a CT magassag két hasonld haromszogre bontja. Eszerint

BT : BC=CT : CA,de mivel FB=BC és CD =CA, ezért BT : FB=CT :CD. 2 pont

FBT és DCT merdleges szart tompaszogek (FB L BC, azaz CD, illetve BT 1. CT), igy FBT és

DCT hasonl6 haromszogek. 2 pont

A hasonl6é haromszogek megfelel6 szogei egyenldk, igy BT F <t = CT D<, ebbdl 1 pont
FTD<=FTC<+CTD<=FTC<+BTF<=BTC<1=90°. 2 pont

Osszesen: 7 pont



3. megoldas. Hasznaljuk az dbra jeloléseit!
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Mivel a hasonldségi transzformacid szogtartd, ezért legyen a derékszogli haromszog atfogdja
egységnyi, ekkor a®+b*=1.

A teriiletképlet alapjan ekkor a derékszogli haromszog magassdga: m = a- b 1 pont
/
CATA ~ABCA = ’% N
c
CT'TA ~BCAA = =% = x=d%. 1 pont
m ¢

Felirjuk Pitagorasz tételét a TDT’ hiaromszogben:
DT? = (b+ab®)’ + (a?b)” =
=b*+2ab’ +a*b* +a*b? =
= b’ +2ab’ +a’b* (a* +b*) =
= b> 4 2ab’ + a*b. 1 pont
Ugyanigy felirjuk Pitgorasz tételét a TFT" haromszdgben:
FT? = (a+a2b)2 + (a —ab2)2 =
=& +2a°b+a*b? + a* —2d°* +a*b* =
=2a%> 4+ 2a°b + a*b? (a2 + b2) —2a*b? =

=24’ 4+2a°b — d*b?. 1 pont

Végiil felirjuk Pitagorasz tételét az F'DB hdromszogben:
FD? =d’>+ (a+b)* =a*+1+2ab. 1 pont
DT*+FT* =a*+a* +b* +2ab’ + 2a’b = a* + 1 + 2ab (a* + b*) = a* + 1 + 2ab. 1 pont
Mivel DT? + FT? = FD?, ezért Pitagorasz tételének megforditdsa miatt F7T D = 90°. 1 pont
Osszesen: 7 pont



