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Megoldasok és javitasi atmutato

1. Melyik az a legkisebb pozitiv egész szdm, amely 5-tel osztva 2, 7-tel osztva 3, 11-gyel osztva
pedig 5 maradékot ad? 6 pont

Megoldas. A keresett szamot x-szel jelolve, x = 5k+2, x = 71+ 3, illetve x = 11m + 5 alakban
irhat6, ahol k, [, valamint m nemnegativ egész szamok. 1 pont

Tekintsiik az y = 2x 4 1 kifejezést. Mivel az y = 2x 4 1 kifejezés szigortian monoton néve, x
pontosan akkor minimalis, amikor y. 2 pont

Az y =2x+ 1 kifejezés 10k+5=5(2k+1), 14/ +7 =7(21+ 1), valamint
2m+11=11(2m+1)

alakd, tehat oszthat6 5-tel, 7-tel és 11-gyel. 1 pont

Az y kifejez€s minimuma tehat az 5, 7 és 11 legkisebb k6zos tobbszorose. Mivel a harom szam
paronként relativ prim, a legkisebb kozos tobbszorosiik a szorzatuk, azaz y minimadlis értéke

5-7-11=385. 1 pont
. 385—1

Igy x minimuma =192. 1 pont
Osszesen: 6 pont

Megjegyzés. Ha a versenyz6 megéllapitja, hogy a keresett szdm 11m + 5 alakd, majd m = 0,
1, 2, ..., 16-ra teszteli az értékeket, €s minden esetben jelzi, hogy melyik masik feltétel nem
teljestil, ezt kovetSen pedig megéllapitja, hogy m = 17 a feltételeknek megfelel, és igy jut helyes
eredményre, maximdlis pontot kap (ugyanez érvényes, ha akdr az 5k + 2, akér a 7/ + 3 alakbdl
indul ki).

2. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv valés szimparok halmazén:

1
—=2b+1-b*—a. 6 pont
a



1. megoldas.

Az egyenletet dtrendezve, majd a jobb oldalt teljes négyzetté alakitva a kdvetkezd egyenletet

1
kapjuk: a4+ — = —(b—1)>+2. 2 pont
a
1
Ha a pozitiv, akkor tudjuk, hogy a + — > 2. 1 pont
a
Minden b valés szdm esetén (b —1)? >0, igy —(b— 1) <0, amibSl —(b—1)? +2 < 2. 1 pont
1
A kapott feltételek alapjan: 2 < a+— = —(b— 1)> 42 < 2. Ebbél kovetkezden egyenlSség csak
a
1
akkor teljesiilhet, haa+ — = — (b — 1)2 +2=2. 1 pont
a
Ez pontosan akkor teljesiil, ha a = b = 1. Mivel mindkét kapott szdm pozitiv, igy az egyenletet
igazza tevs egyetlen szampar az (1,1). 1 pont
Osszesen: 6 pont

2. megoldas. Az egyenlet mindkét oldalat a-val szorozva, majd (a2 — 2a)-t hozzdadva a ko-
vetkez6 egyenldséget kapjuk: a®> —2a+1=2ab—ab*—a. A jobb oldalon (—a)-t kiemelve és
mindkét oldalon teljes négyzetté alakitva az aldbbi egyenlethez jutunk:

(a—1)*=—a(b—1)% 3 pont
(a—1)?>0és (b—1)? > 0, valamint mivel a pozitiv, ezért —a < 0, és —a(b—1)? < 0. 1 pont
Igy a kivetkezét kapjuk: 0 < (a—1)> = —a(b—1)? <0.
Ebbdl kovetkezGen egyenlSség csak tgy teljesiilhet, ha (a — 1) = —a(b—1)> = 0. 1 pont
Ez pontosan akkor teljesiil, ha a = b = 1. Mivel mindkét kapott érték pozitiv, az egyenletet igazza
tevs egyetlen szampar az (1,1). 1 pont
Osszesen: 6 pont
1
3. megoldas. Rendezziik O-ra a kifejezést: > —2b+a+-—1=0. 1 pont
a
1
Egészitsiik ki a b> —2b kifejezést teljes négyzetté: (b2 —2b+ 1) + <a + - — 2) =0. 1 pont
a

1 12
Vegyiik észre, hogy a masodik zédrdjeles kifejezés éppen (a + - — 2) = <\/_ — 7) . 1 pont

a a

1 2
(Mivel a nemnegativ, \/a létezik.) Eszerint (b— 1)+ (\/_ — 7) =0. 1 pont

a
Két nemnegativ szam 0sszege csak ugy lehet 0, ha mindkettd 0. 1 pont
1
Ekkor b = 1, v/a = —, ahonnan a = 1. 1 pont
Ja

Osszesen: 6 pont



3. Az ABC szabalyos haromszogben D és E rendre az AC és AB oldalak pontjai, P pedig a BD és
CE szakaszok metszéspontja. Hatdrozzuk meg a BPE szdg nagysagat, ha az AEPD négyszog €s
a BCP haromszog teriilete egyenld. 8 pont

Megoldas. Készitsiink abrat!
A

A

Egészitsiik ki az AEPD négyszoget és a BCP haromszoget is a PDC hiaromszoggel. Ekkor
Txepp = Tpcp pontosan akkor teljesiil, ha Tcar = Tpep- 1 pont

Mivel a CAE és a BCD hiromszogek CA €s BC oldalai egyenlSk, ezért a teriiletiik egyenl&sége
alapjan az emlitett oldalakhoz tartozé magassagok is egyenld hosszisiguak. 1 pont

Legyenek ezek a magassagok EF és DG.
Az AEF és CDG félszabdlyos haromszogekben EF = DG és az emlitett oldalakon fekvd szogek

90° és 30°. Igy a két haromszog egybevagd és AE = CD. 2 pont
Ezt felhaszndlva, a CAE és BCD haromszogek is egybevagok, mivel CA = BC, AE = CD és
CAE< = BCD< = 60°. 2 pont
Az egybeviagosag alapjan ECA<< = DBC<. 1 pont
Ezt az egyenlGséget és a kiilsGszog-tételt felhasznalva:

BPE< = PBC<(+ BCP< = DBC<+ BCE<{ = ECA<t{+ BCE< = 60° 1 pont
Osszesen: 8 pont

Megjegyzések. Ha valaki specidlis helyzeti D és E pontok felvételével hatarozza meg a BPE <
nagysdgét, akkor csak 1 pontot kaphat.

Ha a tanul6 nem bizonyitja az AE és CD szakaszok hosszdnak egyenldségét, akkor legfeljebb
6 pontot szerezhet.

Ha a tanul6 arra hivatkozik (és indokolja), hogy a BCD haromszoget az ABC haromszog kozép-
pontja koriili 60°-os elforgatas viszi a CAE haromszogbe, akkor is kapja meg a teljes pontszamot.
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4. Egy 3 x 3-as tablazat minden mezdje fehér vagy sziirke szind. Ezt a tdbldzatot Gjraszinezziik a
kovetkezd szabdly szerint:

e azok a mezdk, amelyeknek paros szamu (0, 2 vagy 4) oldalszomszédja sziirke, sziirkék

lesznek;
e azok a mezdk, amelyeknek pératlan szamu (1 vagy 3) oldalszomszédja sziirke, fehérek
lesznek.
Ha példaul a kiindulasi tdblazat ez: , akkor ezt a tabl4zatot kapjuk:

a) Adjuk meg az dsszes olyan kiindulési tdblazatot, amelyet a fenti médon djraszinezve olyan

tablazatot kapunk, amelynek minden mezgje sziirke! 4 pont
b) Adjuk meg az dsszes olyan kiindulési tdblazatot, amelyet a fenti médon djraszinezve olyan

tablazatot kapunk, amelynek minden mezd&je fehér! 2 pont
¢) Adjuk meg az 6sszes olyan kiinduldsi tdblazatot, amelyen az djraszinezést 2020-szor egymas

utdn végrehajtva a kapott tdbldzat minden mezdje sziirke lesz! 4 pont

Megoldas.

a) Szamozzuk meg a tdbldzat mezdbit az dbran lathaté médon! 11213

Ha az 1-es mezd az tjraszinezés utdn sziirke lesz, akkor neki vagy nulla, vagy két |4 (5|6
szomszédja sziirke. Ha nulla szomszédja sziirke, akkor fehér a 2-es és a 4-es mezd, 71819
de akkor a 6-0s és a 8-as mezOnek is fehérnek kell lennie ahhoz, hogy ujraszine-

zéskor a 3-as és a 7-es mezd is sziirkére valtson. Ekkor a 9-es mezd is sziirke lesz, mert nulla
szomszédja sziirke. Hasonl6an kaphatjuk meg, hogy ha az 1-esnek két szomszédja sziirke, azaz

sziirke a 2-es és 4-es, akkor a 6-0s €s a 8-as mezdnek is sziirkének kell lennie.

Azaz a sziirkére vdlto szinezésekben a 2-es, 4-es, 6-os és 8-as mezok vagy mind fehérek, vagy

mind sziirkeék. 1 pont

Mindkét esetben teljesiil, hogy az 5-0s mezd is sziirke lesz az djraszinezéskor, hiszen vagy nulla,
vagy 4 szomszédja sziirke.

A 2-es mez akkor lesz sziirke, ha nulla vagy két szomszédja sziirke. Ha nulla szomszédja sziir-
ke, akkor az 1, 3 és 5 szamokkal jelolt mez6k fehérek. Ekkor a 7-es és 9-es mezOknek is fe-
héreknek kell lenniiik, hogy a 4-es, 6-0s és 8-as mezdknek is paros szdmu sziirke szomszédja
legyen.

Ha a 2-es mez6nek két szomszédja sziirke, akkor az lehet
e 1-es és 3-as — ekkor a tobbi mezd miatt a 7-es és a 9-es is sziirke;

o 1-es és 5-0s — ekkor a tobbi mezd miatt a 9-es is sziirke;
e 3-as és 5-0s — ekkor a tobbi mez6 miatt a 7-es is sziirke.

Azaz a 2-es, 4-es, 6-0s és 8-as szomszédai az (1,3,5,7,9)-es mezdk négyféle szinezést kaphatnak. 1 pont

Igy kordbbi megallapitasaink alapjn 2 -4 = 8 kiindulési tdblazat valt sziirkére:

2 pont




Megjegyzés. Ha a versenyzd mindenféle indoklas nélkiil adja meg a 8 tablazatot, akkor legfel-
jebb 2 pontot kaphat. Ha legaldbb két kiilonb6z6 kiinduldsi tdbldzatot taldl, akkor mar kaphat
1 pontot erre a feladatrészre a feladat helyes értelmezéséért.

b) Most is az el6z6 abra szdmozasét hasznaljuk.

Az 1-es mezd akkor lesz fehér, ha pontosan 1 szomszédja sziirke. Legyen ez példdul a 2-es.
Ekkor a 4-es és 6-os mezdknek fehérnek, viszont a 8-as mezdnek sziirkének kell lennie, hogy
a 3-as, 7-es és 9-es mezbknek is pontosan egy sziirke szomszédjuk legyen. Ekkor viszont az
5-0s mezdnek pontosan 2 sziirke szomszédja van, azaz wjraszinezéskor sziirkének kell lennie.

7

Ugyanigy ellentmonddsra jutunk, ha a 4-es mez6rdl feltételezziik, hogy sziirke.

Tehat nincs olyan kiindulési tablazat, amely tGjraszinezés utan fehér lesz.

Megjegyzés. Ha a versenyz6 mindenféle indoklds nélkiil kozli, hogy nincs megfeleld tablazat,
akkor 1 pontot kapjon.

¢) A tablazatot 5sszesen 2° = 512-féleképpen szinezhetjiik ki.

Igy az els6 512 1épés alatt legaldbb egy szinezésnek ismétlGdnie kellett. A két azonos szinezést
azonban ugyanolyan szinezés koveti, igy a szinezések sorozata innen periodikusan ismétlodik.

Ha ebben a peri6dusban nincsen teljesen sziirke tabl4zat, akkor nem kaphatunk teljesen sziirkét
a 2020. 1épés utan sem.

Ha viszont van benne teljesen sziirke, akkor az azt kovetd 1épésekben igy folytatodik a tébla
szinezése:

Azaz a kovetkez§ 1épésekben mar végig ugyanaz a tdblazat ismétldik. Igy ebben az esetben
sem kaphatunk a 2020. 1€pés utén teljesen sziirkét.

Osszesen:

Az a) rész egy masik lehetséges megoldasa.

a) Szamozzuk meg a tdbldzat mezdit az dbran lathaté médon!

1[2]3
Ha az 1-es mez06 az tjraszinezés utan sziirke lesz, akkor annak a kiindulési helyzet- |4 (5|6
ben 0 vagy 2 szomszédja sziirke, azaz a két oldalszomszédja egyszind. 71819
1. eset. Ha a kiindulasi helyzetben az 1-es mez6 2 szomszédja sziirke, akkor a 2-es [ 3
és a 4-es mez{ eredetileg sziirke. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiindulési helyzetben 5
a 3-as, a 6-o0s és a 9-es mezbnek is minden oldalszomszédja sziirke kellett, hogy 7 9
legyen hiszen a 2-6, 6-8 és 8—4 mezdk paronként egyszintiek.
2. eset. Ha a kiinduldsi helyzetben az 1-es mez0 0 szomszédja sziirke, akkor a 2-es [ 3
és a 4-es mez0 eredetileg fehér. Ebbdl kovetkezik, hogy a kiindulasi helyzetben a 3- 3
as, a 6-0s és a 9-es mez6nek is minden oldalszomszédja fehér kellett, hogy legyen, 7 9

hiszen a 2-6, 68 és 8—4 mezdk paronként egyszintiek.

5

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont



Azaz azokban a kiindulasi helyzetekben, amelyekbdl egy 1épésben torténd ujraszinezéssel min-
den mez6 sziirke szinii lesz, azokban a 2-es, 4-es, 6-0s €s 8-as mez6k vagy mind sziirkék vagy

mind fehérek.

2.2

(Lathatjuk, hogy az 5-6s mezd kiinduldsi szinétdl fiiggetleniil az djraszinezés utdn minden-
képpen sziirke lesz a szine, hiszen eredetileg 0 vagy 4, azaz paros sok oldalszomszédja sziirke.)

Vizsgaljuk meg a 2-es mezd ujraszinezését az elsd esetben! Ez a mezd akkor lesz sziirke az
Ujraszinez€s utdn, ha a kiinduldsi helyzetben nulla vagy két oldalszomszédja sziirke a hdrom

oldalszomszédja koziil.

1. eset, a) rész. Ha a 2-es mez6 egyik oldalszomszédja sem sziirke, akkor az 1, 3 és 5 szamu

mezOk a kiinduldsi helyzetben fehérek.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a 6-os mez6 harom oldalszomszédja is mind fehér kel-
lett, hogy legyen eredetileg (hiszen 2 sziirke oldalszomszédja mar nem lehet, ha a
3-as és az 5-0s mezd fehér). Ebbdl kovetkezik, hogy 8-as mezd minden oldalszom-
szédja is fehér.

Tehét egyetlen kiindulasi helyzet lehetséges:

1. eset, b) rész. Ha a 2-es mez$ két oldalszomszédja sziirke, akkor az 1, 3 és 5
szamu mezok koziil ki kell valasztanunk kett6t, ami a kiinduldsi helyzetben sziir-
ke. Ezt haromféleképpen tehetjilk meg: csicsban k6zos mezdket védlasztunk sziirke
szinlinek (1-5 vagy 3-5) vagy csticsban nem kozoseket (1-3).

1-5 esete: a 6-0s mez6 hdrom oldalszomszédja koziil hidnyz6 9-es mezdnek sziir-
kének, a 4-es harom oldalszomszédja koziil hidnyzé 7-es mezdének fehérnek kell
lennie:

1-5 esete: a 6-0s mezd hdrom oldalszomszédja koziil hidnyz6 9-es mezdnek fehér-
nek, a 4-es hdrom oldalszomszédja koziil hidnyzé 7-es mez6nek sziirkének kell
lennie:

1-3 esete: a 6-0s mezd hdrom oldalszomszédja koziil hidnyz6 9-es mezbnek sziirké-
nek, a 4-es mezd harom oldalszomszédja koziil hidnyz6 7-es mezdnek sziirkének
kell lennie:

A 2. esetben az 1. esetben latottakhoz hasonl6an tekinthetjiik végig a lehetséges szinezéseket.

Ezzel az alabbi négy kiindulasi tdblazatot kapjuk:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



5. Egy 30 csapatos bajnoksdgban eddig 14 fordulét rendeztek. Minden forduléban minden csapat
pontosan egy mérk6zEst jatszott, mégpedig egy olyan csapattal, amellyel kordbban még nem
jatszott. Igazoljuk, hogy van harom olyan csapat, amelyek kozott még egyetlen mérk6zést sem
jatszottak le. 10 pont

1. megoldas. Tekintsiink két olyan csapatot, amelyek még nem jatszottak egymassal. Legyenek
ezek A és B. 1 pont
a) Ha azon csapatok kozt, amelyekkel A és B mar jatszott, van kozos, akkor ez a két csapat
Osszesen legfeljebb 27 masikkal jatszott. Ekkor A, B és ez a csapat teljesiti a feladat feltételeit. 1 pont
b) Vegylik azt az esetet, amikor nincsen olyan csapat, amelyik A-val és B-vel is jatszott. 1 pont
Legyen A és A, két olyan csapat, amelyekkel A jatszott. Ha A és Ay kozott nem volt még
mérkdzés, akkor rajuk igaz az a) bekezdésben leirt gondolatmenet, miszerint mivel mindket-
ten jatszottak A-val, ezért ketten egyiitt 0sszesen legfeljebb 27 mdsik csapattal jatszottak, tehat
van olyan csapat, amelyikkel egyikiik sem jatszott. Ez a csapat, valamint A| és A, a feladat
feltételeinek megfeleld harom csapat. 2 pont
c) Tehat az az eset maradt, amikor nincs olyan csapat, amelyik A-val és B-vel is jatszott, és
amelyek jatszottak A-val, azok mind jitszottak egymadssal, és ugyanigy, amelyek jitszottak B-
vel, azok mind jatszottak egymadssal is. Vagyis van két 15-15 csapatbdl 4116 csoport, amelyeken
beliil mar mindenki mindenkivel jatszott, de kiilonboz6 csoportokba tartozé csapatok kozott nem

volt mérk&zés. 1 pont
Megmutatjuk azonban, hogy ez az eset nem lehetséges, 1 pont
mert 15 csapatot nem lehet fordulonként parokba rendezni (egy mindig kimarad), és igy a 14

fordul6 alatt nem jatszhatott minden csapat 14 mérkozést. 3 pont
Osszesen: 10 pont
2. megoldas. Valasszunk ki egy csapatot (A), ez tizennégy mérkdzést jatszott (ellenfelei: Aj,

Ao, ..., A1g). Nevezzik ezt a 15-6t els6 csoportnak, mig a tobbieket (B, By, ..., Bjs) méso-

diknak. 1 pont
Két eset fordulhat eld.

1. eset: Volt mérk6z€s a két csoport kozott is. 1 pont

A nem vehetett részt ilyenben, igy feltehetd, hogy példaul A; és B jatszott egymadssal. By is
14-szer jatszott 0sszesen, ezért nem mérk6zhetett meg mindenkivel a masodik csoportbdl, felte-
hetjiik, hogy B és B, k6zott nem volt mérk6zéEs. 1 pont
Ekkor azonban az A, B, B, csapatok egymads kozott még nem jatszottak egyetlen meccset sem:
B nem jatszott B,-vel, hiszen B,-t igy valasztottuk, A pedig nem jatszott masodik csoportbeli-
ekkel, azaz sem B-gyel, sem B,-vel. 2 pont
2. eset: Minden mérk&zés az egyes csoportokon beliil zajlott le. Ez azt jelentené, hogy a csopor-
tokon beliil mindenki jatszott mar mindenkivel, azaz két teljes 15 résztvevds kormérkdzés zajlott
le 14 fordul¢ alatt. 1 pont
Megmutatjuk, hogy ez nem lehetséges. 1 pont
Tekintsiik csak az elsé csoportot. Mivel 15 csapatbdl 4ll, és ennyi résztvevét nem lehet parok-
ba éllitani, i{gy minden forduléban valaki kimaradt volna. Ez azonban ellentmond annak, hogy
mindenki jatszott mindenkivel. A masodik eset tehdt nem fordulhat el6. 3 pont

Osszesen: 10 pont



