Haladok II. kategoria 3. (donto) fordulo

Feladatok

1. Az ABCDE korbe irhat6 6tszogben AB = BC = CD. Az AC és BE étlok a K pontban, az AD és
CE atlok pedig az L pontban metszik egymadst. Mutassuk meg, hogy AK = KL.

2. Melyek azok az x és y természetes szdmok, amelyek igazz4 teszik az aldbbi egyenletet:

x-(y—18)+7=x- xTy

3. 2021 nemnegativ valos szam Osszege 1. Valasszunk ki koziiliik kettdt az 6sszes lehetséges mo-
don, a kétféle sorrend kiilon lehetdségnek szamit. Képezziik a két szam szorzatdnak és 6sszegé-
nek szorzatédt, majd adjuk 0ssze az igy kapott szorzatokat. Mennyi ennek az 6sszegnek a maxi-
muma?

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az ABCDE korbe irhat6 otszogben AB = BC = CD. Az AC és BE &tlok a K pontban, az AD és
CE atlok pedig az L pontban metszik egymadst. Mutassuk meg, hogy AK = KL.

Megoldas. Mivel adott korben az azonos hosszu-
sagu ivekhez azonos nagysagu keriileti szogek

tartoznak, ezért AB = BC = @,
innen BEA<{ = CEB< = DEC< = DAC< = ¢,

amibdl kovetkezik, hogy LEK<( = LAK< = @,
azaz AKLE hirnégyszog.

Az AKLE htirnégyszog koriilirt korében az AK
ivhez tartozo keriileti szogek egyenldsége alap-
jan:

KLA< = KEA< = BEA< = ¢.

Igy KLA< = LAK< = o,
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tehat az AKL haromszog egyenld szard, és AK = KL.
Osszesen:

. Melyek azok az x és y természetes szamok, amelyek igazza teszik az alabbi egyenletet:

x-(y—18)4+7=x- x%

Megoldas. Mivel x = 0 nem megoldds, igy x-szel osztva a két oldalt:

7
yo 184 - = /22
X 3
. e c X+y. .
Az egyenlet bal oldaldn raciondlis szdm 4ll, ezért 3 is racionalis.
3 2
Azaz U% = B, ahol (p;q) = 1. Innenx+y = iz
q q

A bal oldalon egész szam 4ll, ezért q2 osztdjaa3 pz-nek, ezért (p;q) = 1 miatt q2 osztdja a 3-nak,
ezért g = 1.

X+ X+y

4 négyzetszam, igy = eN.

Tehatx+y =3 pz, ezért

7
Ebbdl kovetkezik, hogy — € N, tehat x = 1 vagy x = 7.
X

A megoldand6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy x = 1 esetén y nem egész szam,

x =T esetén y = 20.
Osszesen:

. 2021 nemnegativ valds szam Osszege 1. Vélasszunk ki koziiliik kettot az Osszes lehetséges mo-
don, a kétféle sorrend kiilon lehetdségnek szamit. Képezziik a két szam szorzatdnak és 6sszegé-
nek szorzatédt, majd adjuk 6ssze az igy kapott szorzatokat. Mennyi ennek az 6sszegnek a maxi-
muma?

Megoldas. Egy szorzat igy néz ki: x;x;(x; +x;). Bontsuk fel a zaréjelet: x,—zx j +x§x,~.

Ha tekintjiik az 0sszes szorzatot és mindeniitt felbontjuk a zar6jelet, akkor megéllapithatjuk,
hogy egy adott xiz mellett az Osszes az Osszes x; szerepelni fog pontosan kétszer, kivéve magat

x;-t, mivel x7x; szerepel x;x;(x1 +x;)-ben, valamint x x; (x; +x;)-ben.

Ezért xl~2—et kiemelve ezekbdl, a zaréjelben a tobbi szdm 6sszegének kérszerese lesz, ami 2 — 2x;.
Tehdt az eredeti 0sszeg felirhat6 Zx,z -2(1 — x;) alakban.
i

Tekintsiik ezt a szorzatot: x7 (1 — x;) = xix;(1 — x;). Mivel x;(1 —x;) <

b
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1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont
1 pont

2 pont

1 pont
1 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont



1 )
ezért 2x;x;(1 —x;) < s tehdt az S 6sszeg maximum

1 . 1 P 1
2x1 2x2 an =3
lehet. 2 pont
1
Ezt el tudjuk érni, ha két szdmot E—nek, a tobbit 0-nak valasztunk, azaz a maximum 7 1 pont

Osszesen: 7 pont
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