Haladok III. kategoria 2. (dont6) fordulo

Feladatok

. Legyenek x, y és z nullatdl és egymadstdl paronként kiillonbozé valds szamok.

1 1 1
a) Bizonyitsuk be, hogy ha x, y és z pozitivak, tovabba x + —, y+ —, z+ — és xyz mindegyike
y 2 X
raciondlis, akkor x, y és z is raciondlis szadmok.
1 1 1
b) Bizonyitsuk be, hogy ha x4 —, y + —, z+ — és xyz mindegyike raciondlis, de nem feltétleniil
Yy Z X

pozitivak, akkor x, y és z lehetnek irraciondlis szdmok is.

. Az ABCD négyszogben DAB<t = ABC<t = 110°, BCD<t = 35°, ADC< = 105° és az AC itlo
felezi a DAB<t-et. Hatdrozzuk meg az ABD<{ nagysagat!

. A pozitiv egész szamok aj, ay, ... sorozatat ,.,hexadecimalisnak™ nevezziik, ha barmely nyolc
egymast kovets tag osszege legfeljebb 16, vagyis barmely i € N™ esetén

ai+aj1+...+ai7 < 16.

Egy m pozitiv egész szdmot ,,vagashossznak™ nevezziik, ha minden hexadecimadlis sorozat né-
hany egymast kovetd tagjanak Osszege m, azaz léteznek olyan k < I (k,! € NT) szdmok, ame-
lyekre

/
Z a; = m.
i=k

Hatérozzuk meg m 6sszes lehetséges értékét, vagy bizonyitsuk be, hogy m egyetlen pozitiv egész
értéket sem vehet fel!

Megoldasok és javitasi Gtmutato

. Legyenek x, y és z nullatél és egymastdl paronként kiilonb6zo valds szamok.

7 pont

7 pont

7 pont



1 1 1
a) Bizonyitsuk be, hogy ha x, y és z pozitivak, tovabba x + —, y+ —, z+ — és xyz mindegyike
y < X
raciondlis, akkor x, y és z is raciondlis szdmok.
1 1 1
b) Bizonyitsuk be, hogy ha x4+ —, y + —, z+ — és xyz mindegyike raciondlis, de nem feltétleniil
y Z X

pozitivak, akkor x, y és z lehetnek irraciondlis szdmok is. 7 pont
Megoldas.

1 1 1 ) . , oy
a) x+—-—=p,y+—-=gq,z+— =r, xyz =s, ahol p, g, r és s raciondlis szamok, s6t, mivel x, y
y Z X

és z pozitivak, ezért nyilvan p, g és r is pozitivak.
Az els6 két egyenletet Osszeszorozva:

()2

X 1
xy+-+14+—=pgq 1 pont
< <

Szorozzuk meg z-vel mindkét oldalt
1
xyz+x+z+; = pqz
Ss+p+z2=pqgz
s+p=z(pg—1) 1 pont

Két eset van.

1. eset: Tegyiik fel, hogy pg # 1, ekkor s+ p nem lehet 0, hiszen pg — 1 # 0, z pedig a feladat
feltétele szerint nem nulla.

Tehat z = P , ezért z raciondlis (hiszen a raciondlis szdmok halmaza zart a négy alapmii-
pq—
veletre). 1 pont

1
Akkor pedig — is raciondlis.
Z

. 1 1
Igy y = g — — is raciondlis, — is raciondlis, és x = p — — is raciondlis. 1 pont
Z y
2. eset: Ha pg =1, akkor s+ p = 0.
Ez ellentmond annak, hogy p és s pozitiv szdmok, igy ez az eset nem valésulhat meg. 1 pont
2—4/2
b) Példaul x =2, y=—V2—1ész= 2\/_. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. Az ABCD négyszdgben DAB<t = ABC< = 110°, BCD<t = 35°, ADC< = 105° és az AC 4tl6
felezi a DAB<-et. Hatdrozzuk meg az ABD< nagysagat! 7 pont

Megoldas. Legyen az E a BC oldal azon pontja, amelyre DE || AB. 1 pont



Mivel DAB<t = ABE< = 110°, ezért az
ABED négyszdg szimmetrikus trapéz,
korbe irhatd, a DE oldalon fekv6 szogei
70°-0sak, és ABD<t = AED<.

Tovabba ADC< = 105°, EDA< = 70°,
ezért CDE < = 35°.

Igy a DCE héaromszog egyenl§ szérd, és
EC=ED.

. 1 1
Mivel DAC<« = EDAB<I = 5DEC<I,

ezért A rajta van az E Kkozéppontd,
EC = ED sugaru koron, és igy

AED< =2-ACD<.

Az ACD hiromszdgben ACD<( = 180° — DAC<t — ADC< = 180° — 55° — 105° = 20°.

A keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan AED<t =2 - ACD<t = 2-20° = 40°, ami korabbi
megdllapitdsunk alapjan azt jelenti, hogy a ABD<{ is 40°-0s.

Osszesen:

. A pozitiv egész szdmok ayp, ap, ... sorozatdt ,hexadecimdlisnak” nevezziik, ha barmely nyolc
egymdst kovets tag osszege legfeljebb 16, vagyis barmely i € N™ esetén
ai+aj1+...+ai7 < 16.

Egy m pozitiv egész szdmot ,,vdgashossznak™ nevezziik, ha minden hexadecimalis sorozat né-

hany egymdst kovets tagjanak osszege m, azaz léteznek olyan k < [ (k,l € NT) szamok, ame-
lyekre

/
Z a; = m.
i=k

Hatérozzuk meg m Osszes lehetséges értékét, vagy bizonyitsuk be, hogy m egyetlen pozitiv egész
értéket sem vehet fel!

Megoldas. ElGszor azt fogjuk belatni, hogy 16 | m. Meg fogjuk mutatni, hogy 16 { m esetén nem
1étezik megfelel m érték.

a) m nem lehet paratlan szam.

A kettesekbdl all6 2, 2, 2, 2, ... hexadecimadlis sorozatot tekintve lathatd, hogy minden va-
gashossz paros szam.

b) mnem lehet 4-gyel osztva 2 maradékot ad6 pozitiv egész szdm, mert a 3, 1 szdmok periodikus
ismétlésével felépitett 3, 1, 3, 1, 3, 1, ... sorozat paros sok egymast kdvetd tagjanak 6sszege
mindig oszthatd néggyel, mig paratlan sok szomszédos tagjdnak Osszege paratlan szam.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

7 pont

7 pont



c) Hasonl6képpen m nem lehet 8-cal osztva 4 maradékot ad6 pozitiv egész szdm sem. Ezt iga-
zoljapl. az 5, 1, 1, 1 szamok periodikus ismétlésével felirt 5, 1, 1, 1,5, 1, 1, 1, ... sorozat.
d) Végiil m nem lehet 16-tal osztva 8 maradékot adé pozitiv egész szam sem. Erre megfelel
ellenpéldat szolgaltat pl. a9, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1 szamok periodikus ismételgetésével adddo 9,
1,1,1,1,1,1,1,9,1,1,1,1,1, 1, 1, ... sorozat.
Ezutdn igazolni fogjuk, hogy ha 16 | m, akkor tetsz6leges hexadecimdlis sorozat tartalmaz
néhdny olyan egymadst kovetd tagot, melyek 0sszege m.
Legyen m = 16n (n € NT).
Tekintsiik el6szor azokat a hexadecimaélis sorozatokat, amelyeknél barmely 8 egymast kdvetd
tag Osszege 16, vagyis barmely i € N1 esetén a; +a; 1 +... +aj47 = 16.
Nevezziik az ilyen sorozatokat ,,maximaélisnak”.

Ekkor egy ilyen maximalis sorozat els 8n tagjanak Osszege a; +az + ... +ag, = 16n = m,
vagyis m el6all egymast kovetd tagok 0sszegeként.

Ezutan vizsgaljuk meg a ,,nem maximalis” sorozatokat. Tetsz6leges i € N™ esetén jeloljiik a
sorozat elsd i tagjanak 0sszegét S;-vel. Mivel a sorozat elemei pozitiv egészek, ezért az S;-k
pozitiv egészekbdl 4116 szigortian monoton novekvd sorozatot alkotnak.

Szeretnénk olyan i < j (i,j € N*) indexeket taldlni, amelyekre S i —Si = m, mert ez azt
jelentené, hogy a; 1 +...+a; =m.
Mivel sorozatunk nem maximalis, ezért 1étezik olyan k € N, amelyre Sj_.g < Sj -+ 16.

Tekintsiik a H = {S¢, Sk + 1,...,Sk+ 15} halmazt. Mivel S g < Sk 16, ezért kilenc Sy, Sk 1,
..., Sk részletdsszeg biztosan eleme H-nak.

Ezutdn tekintsiik a 7 = {Sy +m, Sy +m+1,...,S, +m+ 15} halmazt. Megmutatjuk, hogy
ennek a halmaznak legalabb 8 eleme szintén részletdsszege a sorozatnak.

Legyen S;, alegnagyobb S; +m-nél kisebb részletosszeg. Ez azt jelenti, hogy S,, 1 € T. Mivel
Sp+8 —Sp =apr1+apia+...+apig < 16,
ezért
Sprg <Sp+16 < S +m—+16
Tehat Sy 1-t8l Sy g-ig a részletosszegek elemei 7T-nek.

Igy tudjuk, hogy H legaldbb 9, T pedig legaldbb 8 részletdsszeget tartalmaz a sorozatbdl.
A skatulyaelv alapjan az alabbi 16 par koziil legaldbb az egyik tartalmazza a sorozat két
részletdsszegét.

{Sk,Sk+m},{Sk+ 1,8, +m—+ 1}, .. .,{Sk—l- 15,8, +m+ 15}.

A két részletdsszeg a keresett S; €s S, kiilonbségiik pedig €ppen m.

Ezzel igazoltuk, hogy a hexadecimadlis sorozat m vagashossza a 16 tetszdleges pozitiv egész
szamu tobbszorose lehet.

Osszesen:

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

7 pont
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