Kezdok 1. kategoria 3. (donto) fordulé

Feladatok

1. A Tetris nevi jaték elemei olyan alakzatok, amelyeket négy darab egység oldald négyzet Ossze-
illesztésével kaphatunk. A négy négyzet csak teljes oldal mentén kapcsolédhat egymashoz, és
koziiliikk egyik sem fedhet egy mésikat. Két elemet kiillonboz6nek tekintiink, ha sikban nem for-
gathaték egymdsba. Példdul a jaték két kiilonb6zo eleme az aldbbi két alakzat:

a) Hény kiilonboz6 elem van a Tetris jatékban? 3 pont
b) Alfonz Tetris elemekbsl hézag- és atfedésmentesen egy téglalapot rakott ki. Megéallapitot-
ta, hogy a kirakott téglalapban az Osszes kiillonbozé elem szerepel. Legaldbb hdny elemet
hasznalt fel a téglalap megépitéséhez? 7 pont

2. Barmely 1-nél nagyobb egész szamra képezziik a kovetkezd Osszeget: a szamhoz hozzdadjuk a
nala kisebb pozitiv oszt6i koziil a legnagyobbat. (Péld4ul: a 15-re ez az 6sszeg 1545 =20 lesz.)
Mutassuk meg, hogy az igy kapott Osszeg értéke egyetlen esetben lesz a 10-nek pozitiv egész
kitev6jl hatvanya! 10 pont

3. Az ABCD négyzet belsejében felvessziik a P pontot tigy, hogy az ABP haromszdg olyan egyenld
szard haromszog legyen, amelynek alapon fekvd szogei 15°-osak. Mekkora a CPD sz6g? 10 pont

Megoldasok és javitasi Gtmutato

1. A Tetris nevd jaték elemei olyan alakzatok, amelyeket négy darab egység oldald négyzet dssze-
illesztésével kaphatunk. A négy négyzet csak teljes oldal mentén kapcsolédhat egymashoz, és
koziiliikk egyik sem fedhet egy masikat. Két elemet kiilonboz6nek tekintiink, ha sikban nem for-
gathaték egymadsba. Példaul a jaték két kiilonb6z6 eleme az alabbi két alakzat:

a) Hany kiilonb6z6 elem van a Tetris jatékban? 3 pont
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b) Alfonz Tetris elemekbdl hézag- és atfedésmentesen egy téglalapot rakott ki. Megéllapitot-
ta, hogy a kirakott téglalapban az 6sszes kiillonbozé elem szerepel. Legaldbb hany elemet
hasznalt fel a téglalap megépitéséhez? 7 pont

Megoldas. a) Tetris elemek:

Osszesen 7-féle elem van a jatékban. 3 pont

Megjegyzés. A megadott elemeken kiviil 1 vagy 2 elem megtaldldsa 1 pont; 3 vagy 4 elem
megtaldldsa 2 pont; 5 elem megtaldldsa 3 pont.

b) Megmutatjuk, hogy a hét kiillonboz6 elem felhasznédldsaval nem épithetd téglalap.
A téglalap 7 x 4 = 28 egységnégyzetbdl éllna. 1 pont

Ha egy ilyen téglalapot sakktablaszer(ien szineziink ki, akkor ugyanannyi mez6 lesz fehér, mint
fekete. 1 pont

A hét elembdl hat olyan, hogy a téglalapra barhogyan helyezve mindenképpen 2 fekete és 2 fehér
mez6t fed le. Az egyik elem (az dbran a k6zEéps6) azonban nem ilyen:

Emiatt az 0sszes elem egyiitt nem egyenl6 szamu fekete, illetve fehér mezot fed le. 1 pont
Ezért ebbdl a hét elembdl hézag- és dtfedésmentesen nem illeszthetd 6ssze téglalap. 1 pont

A fentiek alapjan 8 elembdl is csak akkor lehet hézag- és atfedésmentesen téglalapot kirakni, ha

a % elemet kétszer hasznaljuk.

Ez megvalodsithatd, példaul az alabbi mddon:

4‘_‘ |_ 2 pont

Tehat Alfonz legalabb 8 elemet hasznalt fel. 1 pont

Osszesen: 10 pont

. Barmely 1-nél nagyobb egész szamra képezziik a kovetkezd Osszeget: a szdmhoz hozzaadjuk a
ndla kisebb pozitiv 0szt6i koziil a legnagyobbat. (Péld4ul: a 15-re ez az 6sszeg 15+ 5 =20 lesz.)
Mutassuk meg, hogy az igy kapott 0sszeg értéke egyetlen esetben lesz a 10-nek pozitiv egész
kitevgjti hatvanya! 10 pont



Megoldas. Ha n > 1 paros szam, akkor a legnagyobb, n-nél kisebb osztéja g igy ennek és a

3n ) , . .
szamnak az Osszege: > ami nem lehet a 10-nek a hatvanya, hiszen oszthat6 3-mal.

Ha n > 1 pératlan szam, akkor jeldljiikk n legnagyobb, n-nél kisebb osztéjat m-mel. Azt kell
igazolnunk, hogy az aldbbi egyenletnek egyetlen megolddsa létezik n-ben (k pozitiv egész):

n+m= 10"
Az n+ m 6sszeg m tobbszorose, hiszen n maga is oszthatd m-mel.

Mivel n paratlan, igy m paratlan osztdja a jobb oldalon szereplé 10-hatvanynak: m = 1 vagy
m = 5% valamilyen o pozitiv egészre.

Az elobbi eset nem lehetséges, mert ha m = 1, akkor n prim, de egy prim nem lehet 10F—1
alakd, hiszen 10F — 1 barmely k pozitiv egészre oszthatd 9-cel.

Ha m = 5% valamilyen o pozitiv egészre, akkor frjuk a keresett szdmot n = s- 5% alakban, ahol
s az n 1-nél nagyobb oszt6i koziil a legkisebbet jeloli. Az 5 osztdja n-nek, igy s < 5. Mivel s
paratlan, igy két esetet kell megvizsgalnunk: s = 3 vagy s = 5.

Has =3, azazn = 3-5%, akkor n+m = 4-5% = 10, amib6l k = ot = 2, tehdt n = 3 -5 = 75.

Has =35, azaz n = 5%, akkor n+m = 6-5% = 10*, ami ellentmondas, hiszen egy 10-hatvany
nem lehet oszthat6 3-mal.

Tehat valoban egyetlen megoldas van: n = 75, amelyre a kérdezett 6sszeg: 75425 =100 = 10%.
Osszesen:
. Az ABCD négyzet belsejében felvessziik a P pontot Ggy, hogy az ABP hiaromszog olyan egyenld

szard haromszog legyen, amelynek alapon fekvd szogei 15°-osak. Mekkora a CPD sz6g?

D C

1. megoldas. Készitsiink dbrat!
Sejtés: a keresett szog 60°-0s.

Az abra tengelyesen szimmetrikus az AB oldal felez&mer&legesé-
re, ezért a CDP haromszog egyenld szard. Ha egyik szoge 60°-0s,
akkor a haromszog szabélyos, és CD = DP = CP.

15° 15

Vegyiik fel az ABCD négyzet CD oldaldra befelé a CDP’ szabi- D C
lyos haromszoget a kovetkezd dbra szerint: 60° 60°

Az AP'D hiromszog egyenld szard hdromszog, hiszen
AD =CD = DP'.

60°
P/

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont
1 pont

10 pont

10 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont



Az AP'D haromszog szérszoge 90° —60° = 30°. Igy alapon fekvé
180° — 30°

szogei — = 75° nagysaguak. 1 pont
Innen P'AB sz6g 90° — 75° = 15° nagysdg. 1 pont
Az dbra szimmetridja miatt ugyanez igaz a P'BA a szogre. 1 pont
Az ABP és az ABP' hiaromszogek egybevagdak, mert egy oldaluk és a rajta fekvs két szog

egyenld. Igy P =P/, 2 pont
Tehat a keresett sz6g 60°-0s. 1 pont
Osszesen: 10 pont
2. megoldas. Készitsiink dbrat! 1 pont

Vegyiink fel a négyzet DA oldalara egy ABP haromszoggel egybe-

D C
vidgé DAP' haromszoget! El6sz6r megmutatjuk, hogy P’ az APD
haromszog belsd pontja, €s az APD haromszog egyenld szard. 2 pont
A PAP' sz6g 90° —2-15° = 60° nagysag, tovibbd AP = AP, igy
159 p/ az APP' haromszog szabalyos hdromszog. 1 pont
15/ \\\ Tekintsiik a DPP’ haromszoget! A hdromszdg egyenld szard, mi-
A vel PP' = AP' = DP'.
% (13 Mivel a DP'A és AP'P szdgek 6sszege 150° 4 60° = 210°, ezért
A B P valéban az APD hiromszog belsejében helyezkedik el, tovdbba
a DP'P sz6g 360° — 210° = 150° nagysagu. 1 pont
A DPP’ hiromszog egybevagé az DAP’ haromszoggel, mivel két-két oldaluk és az altaluk koz-
rezart szogiik egyenld. 1 pont
Innen AD = DP, tehit az APD hiromszog valéban egyenld szaru. 1 pont
Alapon fekvé szogei 60° + 15° = 75° nagysdguak, igy az APD szdg 75°-0s. 1 pont
Az dbra szimmetrikus az AB oldal felezGmerGlegesére, igy a BPC szog is 75°-0s. 1 pont
Tehat a keresett sz6g: 360° — 150° — 2 -75° = 60° nagysagu. 1 pont
Osszesen: 10 pont
3. megoldas. Készitsiink abrat! 1 pont
Az APB sz6g 180° —2-15° = 150° nagyséagu. 1 pont

Hosszabbitsuk meg az AP szakaszt, majd az igy kapott egyenesre allitsunk merdlegest B-bol. A
merdleges talppontja legyen S.



\ S
\ P :
T \
*15°| (15 ‘
A B
Az SPB szog 180° — 150° = 30° nagysdgd, ezért az SPB hdaromszog egy fél szabélyos harom-
PB

sz0g. Ennek rovidebb befogéja az atfogé fele, azaz SB = 5

Allitsunk merélegest D-bSl AP-re, legyen ennek talppontja T'! El6szor megmutatjuk, hogy 7' az
AP szakasz felez6pontja, €s igy az APD haromszog egyenld szard. A DAT haromszogben a DAT
sz6g 90° — 15° = 75° nagysagu, és az ADT szdg 90° —75° = 15°-0s. Tehdt a DAT haromszog
egybevig6 az ASB haromszoggel, mert egy-egy oldaluk (AD = AB) és a rajta fekvd szogeik (15°
és 75°) egyenldk.

PB  PA

AT =SB = 5 = azaz T valéban felez6pontja az AP szakasznak, ebbdl kovetkezden az

APD hédromszog egyenld szaru.
Az APD sz6g egyenl$ a DAT szoggel, azaz 75°-0s.
Az abra szimmetrikus az AB oldal felezOmerdlegesére, emiatt a BPC szog is 75°-0s.

Tehat a keresett sz6g: 360° — 150° —2-75° = 60° nagysagu.

Osszesen:

2 pont

2 pont

2 pont
1 pont
1 pont

10 pont



	Kezdők I–II. kategória 1. forduló
	Kezdők I–II. kategória 2. és III. kategória 1. forduló
	Kezdők I. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők II. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők III. kategória 2. (döntő) forduló
	Haladók I. kategória 1. forduló
	Haladók II. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 2. forduló
	Haladók II. kategória 2. forduló
	Haladók III. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók II. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók III. kategória 2. (döntő) forduló



