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Haladok II. kategoria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Az abcd négyijegyf(i szamot ,,parosithaténak” nevezziik, ha a > b és ab — cd = cd — ba.
Példaul a 2011 ,,parosithaté” szdm, mivel 20 — 11 =11 —02.

Hatarozzuk meg, hogy hany ilyen tulajdonsagu négyjegyli szam létezik. 7 pont
Megoldas. A masodik feltétel alapjan:
(10a+Db) — (10c+d) = (10c +d) — (10(b +a)
11(a+b) =20c+2d =22c+2(d—c)

Felhasznélva, hogy a 11 primszdm, valamint (2;11) = 1, adédik, hogy 11 | d —c. 2 pont
Ebbdl a —9 < d — ¢ < 9 nagysdgrend alapjdn d — c = 0, azaz ¢ = d adddik. 1 pont

Ezt a feltételt is felhaszndlva a kordbbiak alapjan az a + b = 2c¢ egyenldséget kapjuk.

c értékét 1-t6l 9-ig novelve, az a > b feltételt is figyelembe véve az alabbi megoldasok adédnak:
c=1esetén 2011, 1111

¢ =2 esetén 4022, 3122, 2222

¢ =3 esetén 6033, 5133, 4233, 3333

¢ =4 esetén 8044, 7144, 6244, 5344, 4444

¢ =5 esetén 9155, 8255, 7355, 6455, 5555

¢ = 6 esetén 9366, 8466, 7566, 6666

¢ =7 esetén 9577, 8677, 7777

¢ = 8 esetén 9788, 8888

¢ =9 esetén 9999 3 pont
Igy2+3+4+54+5+44+3+2+41=29 pirosithaté” négyjegy(i szdm létezik. 1 pont
Osszesen: 7 pont



2. A péros és paratlan szdmokat két kiilon haromszogbe irjuk a kdvetkezd mddon:

i) ii)

0 1

2 4 35

6 8 10 7 9 11

12 14 16 18 13 15 17 19

Mutassuk meg, hogy az elsd esetben a sorok 0sszege 6-tal oszthat szdm lesz, mig a masodik

esetben kobszam. 7 pont
(g ) : PRI nn+1)
Megoldas. Mindkét haromszogben az n-edik sor felirdsdval Osszesen > szamot frtunk
le, és az (n+ 1)-edik sorban éppen (n+ 1) darab szdm van. 1 pont
1
Az elsG esetben az (n+ 1)-edik sor elsé szama 0 + n(nt1) 2=n’+n, 1 pont
1
mig a masodik esetben az (n + 1)-edik sor els6 szama 1 + @ 2=n’+n+l. 1 pont

Az els6 esetben az (n+ 1)-edik sorban (n+ 1) darab (n? 4 n)-hez minden esetben 2-vel nagyobb
szamot adunk n-szer, igy a sor értéke:

n(n+1
(n+1)(n*+n)+2(14+243+...4+n) = (n+1)(n> +n)+2 ( 5 ) _
=nn+1)(n+2). 1 pont
Mivel ez harom egymast kdvetd szam szorzata, ez minden esetben oszthat6 hattal. 1 pont

A misodik esetben az (n+ 1)-edik sorban éppen (n+ 1) darab (n? 4+ n+ 1)-hez minden esetben
2-vel nagyobb szamot adunk n-szer, igy a sor értéke:

n(n+1)

(n+1) (> +n+1D)4+2(14243+...+n) = @n+ 1) > +n+1)+2 = 1 pont
=’ +3n°4+3n+1=(n+1)>. 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Legyenek x| és x, az x> — (a+d)-x+ ad — bc = 0 masodfoku egyenlet megoldésai.

Bizonyitsuk be, hogy ekkor az x* — (&’ +d° + 3abc +3bcd) - x + (ad — bc)? = 0 mésodfoki

egyenlet megolddsai x% és x%. 7 pont

Megoldas. A gyokok és egyiitthatok osszefiiggései alapjan:
xi+x=(a+d) és x;-xp=ad—bc. 1 pont

Mivel: x% +x% = (x1 +x2)3 —3xpxp(x1 +x2), 1 pont



ezért: x3 +x3 = (a+d)* —3(ad — be)(a+d). 1 pont
fgy X3 + 3 = &’ +3d%d + 3ad* + &° — 3a*d — 3ad* + 3abc + 3bcd = a® + d° + 3abc +3bcd. 2 pont
Ekkor az x> — (a3 +d° +3abc + 3bcd) - x+ (ad — bc)® = 0 egyenlet igy is irhato:

xz—(x?+xg)-x+x?-x§:0. 1 pont
Tényezbkre bontva:
(x—x7)- (x—3) = 0.
Tehat a mdsodik egyenlet megoldésai x? és x%. 1 pont
Osszesen: 7 pont

. Az ABCDE konvex 0tszogben AC parhuzamos DE-vel és BE parhuzamos DC-vel. Bizonyitsuk
be, hogy az AED és a BCD haromszdog teriilete egyenld! 7 pont

1. megoldas.

C Az AC és a BE atl6 metszéspontja legyen M. Az ADE haromszog

teriilete egyenld az MDE héaromszog teriiletével, ugyanis a DE

D szakasz mindkettonek az egyik oldala, és az ehhez az oldalhoz

tartozé magassaguk is egyenld, ugyanis az A pont és az M pont a

DE egyenest0l egyenld tdvol van, mivel az AM és a DE egyenes
parhuzamos. 2 pont

E Hasonl6an adddik, hogy a BCD haromszog és az MCD harom-
sz0g teriilete is egyenld, mert a BM és a DC egyenesek parhuza-
mossdga miatt a B pont és az M pont egyenld tavol van a kozos

A CD oldal egyenesétol. 2 pont

Az DEMC négyszog paralelogramma, amit az MD atl6 két egybevagé haromszogre oszt, ezért
az MDE és az MCD haromszog teriilete is egyenld. 2 pont

Tehat Typrg = Type = Tucp = Tpcep, ezt kellett belatni. 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. megoldas. Az ADE haromszog teriilete egyenld a CDE haromszog teriiletével, mert DE ol-
daluk kozos, és a DE és az AC szakaszok parhuzamossdga miatt A és C egyenld tdvol van a DE
egyenestOl, ezért a két haromszognek a DE oldalhoz tartozé magassaga egyenld. 3 pont

A BCD haromszog teriilete szintén egyenlé a CDE haromszog teriiletével, mert CD oldaluk
kozos, és a DC és az BE szakaszok parhuzamossdga miatt B és E egyenl$ tdvol van a CD

egyenestdl, ezért a két hdromszognek a CD oldalhoz tartoz6 magassdga egyenld. 3 pont
Tehat Typrg = Tepe = Tpep, ezt kellet belatni. 1 pont
Osszesen: 7 pont



5. Tekintsiik azokat a tizes szdmrendszerbeli szdmokat, amelyeknek minden szdmjegye kiilonbo-

70, barmely két szomszédos szdmjegyiik legnagyobb kozos osztdja legalabb 2, és az el6z6 két

feltétel teljesiilése mellett a lehetd legtobb szamjegybdl allnak.

Egy n pozitiv természetes szam és a nulla legnagyobb ko6z0s osztdja az n szam.

Hény ilyen szdm van? 7 pont
Megoldas. Az 1 nem szerepelhet a szam szamjegyei kozott, ezért a szam legfeljebb kilencjegyi

lehet.

Ha az 5 és a 7 is benne van a szamban, akkor mindkett6 csak a nulla mellett lehet, hiszen ezek az
0sszes tObbi szamjegyhez relativ primek, igy ekkor két szadm johet szoba: 507 és 705, de ezeknél
nyilvén van hosszabb szam is. 1 pont

Tehat az 5 és a 7 koziil legfeljebb az egyik szerepelhet, €s az is csak a nulla mellett, a szdm
valamelyik végén, ezért a szamnak legfeljebb nyolc szamjegye lehet, tovabba ezek a szdmok
négyféle alakdak lehetnek: 50...,70...,...05¢és...07. 1 pont

Konny( belédtni, hogy mind a négyféle szambodl ugyanannyi van, hiszen az 5 és a 7 szerepe
felcserélhetd, mivel a szamjegyek koziil pontosan ugyanazokhoz relativ prim az 5, mint a 7.

Tovéabba egy szdm pontosan akkor megfeleld, ha a szdmjegyek sorrendjének megforditdsaval
kapott szam is megfeleld.

Ezért elég az 50. .. tipust szdmok szamat meghatarozni. 1 pont
A szamban az 5 és a 0 szamjegyeken kiviil még a 2, 4, 6, 8, 3 és 9 szdmjegyek szerepelhetnek.
Soroljuk harom halmazba a hat szamjegyet: K = {2;4;8}, S = {6} és H = {3;9}.

Olyan 50...-val kezd6dd nyolcjegyti szdmokat kell késziteni, amelyekben K-beli szdmjegy nem

keriilhet H-beli szdmjegy mellé. 1 pont
Ez ugy lehetséges, hogy a szam 50k kak36h1 hy vagy S0h o6k kyks alakd, ahol {ki;kpsk3} =K

és {h1;h,} = H, és minden ilyen alakd szdm megfeleld. 1 pont
Mindkét fajtabol 2 - 3!- 2! = 48 darab van. 1 pont
Tehat 50. .. tipusd szdmbdl 6sszesen 48 darab van, és ugyancsak 48-48 darab van a masik harom

alaptipusbdl is, ezért osszesen 192 megfeleld szam van. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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