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Haladok I1. kategoria 2. fordulo

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy sorozat elsG tagja a; = 2. Tudjuk, hogy a sorozat (n+ 1)-edik tagja:
a, —1

ap+1 =

Hatédrozzuk meg a sorozat 2023-adik tagjat!

Megoldas. Hatarozzuk meg az els6 néhany tagot a rekurzids Osszefiiggés alapjan!

1 1
ap :2,a2:g,a3:—§,a4:—3,a5:2.
1 1
A rekurzi6 alapjan innent6l kezdve djra ugyanez a 4 szam ismétlodik: 2, 3y —3.

Mivel a 2023 = 505 -4 4 3, ezért a 2023 4-gyel osztva 3 maradékot ad,

1
ezért a sorozat 2023-adik tagja megegyezik a harmadik taggal, tehét aygo3 = —3

Osszesen:

2. Az a és b pozitiv egész szamokra teljesiil, hogy:
1 1

_ —b
\/a—\/a2—1 \/a—i—\/az—l
Mi lehet az a szam utols6 szamjegye?
Megoldas. Gyoktelenitsiik a nevezdket:
1 1 B \/a—l-\/az—l \/a—\/a2—1 B

Va—v@Z—1 Vatv@—1 Ja@—(@-1) J@—(@-1)
Va1 \fa-Va -1
\/a+\/a2— —\/a—\/az— =b.

Mivel mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés ekvivalens 1€pés

a+\/a2—1+a—\/a2—1—2\/<a+\/a2—1>-(a—\/a2—1> = b

Tehat

7 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

7 pont

7 pont

1 pont

1 pont



b2
Ebbbl 2a—2=0b%,a= > + 1. Tehét a eggyel nagyobb egy négyzetszdm felénél. Mivel a pozitiv

egész szam, ezért b paros szam kell, hogy legyen. 1 pont

Igy az alabbi lehetségeket kell figyelembe venni:

b || 1ok | tok+2 | 1ok+4 | 10k+6 | 10k+8
b? 2 2 2 2 2 2 pont
> +1 || 50k +1 | 50k~ +20k+3 | 50k~ +40k+9 | 50k~ +60k+19 | 50k~ 4 80k + 33
Tehat a utolsé szamjegye lehet 1, 3 vagy 9. 1 pont
Ilyen utols6 szamjegyek valoban eld is fordulhatnak. Ha pl. b = 2, akkor a = 3, ha b = 4, akkor
a =29, ha pedig b = 10, akkor a = 51. 1 pont
Osszesen: 7 pont
. A nem egyenl6 szdri ABC hdromszog leghosszabb AB oldalén kijel6liink olyan D és E pontokat,
amelyekre teljesiil, hogy AD = AC és BE = BC. A D ponton keresztiil AC-vel és az E ponton
keresztiil BC-vel parhuzamosan huzott egyenesek az F pontban metszik egymdst. Bizonyitsuk
be, hogy FC felezi az EF D szoget. 7 pont
Megoldas. Jeloljitkk az ABC haromszog A és B csu- C
csanal levs szogeit rendre a-val és fB-val.
DF || AC és EF || BC miatt FDE<{ = CAB< =  és
DEF < = ABC< = B (valtészog-parok). 1 pont
A E\B oD B
Az ADC és BCE egyenld széaru haromszogekben
180° —CAD 180° —
ADC< = DCA<t = < _ % _gpe_ &
2 2 2
és
180° — EBC 180° —
CEB<=BCE< = 5 < > P :900—2. 2 pont
Igy DC és EC rendre a DEF héaromszog D és E csticsbéli kiilsG szogfelez6i. 2 pont
Ezek C metszéspontjan dthalad a haromszog F csticsbéli belsd szogfelezdje is. (C a DEF ha-
romszog egyik hozzairt korének kdzéppontja.) Tehat F'C valoban felezi az EF D<-et. 2 pont
Osszesen: 7 pont



4. Egy tizes szdmrendszerben felirt hatjegyl szdm szdmjegyei mind kiilonbozdek és egyik sem 0,
valamint a szdm oszthaté 37-tel. Bizonyitsuk, be hogy a szdmjegyeknek van még legaldbb 7
olyan sorrendje, ahol a kapott hatjegyl szdm szintén oszthaté 37-tel!

Megoldas. Vizsgaljuk a 10 hatvanyainak 37-tel valé osztdsi maradékait.
Az 1 37-tel osztva 1 maradékot ad, a 10 pedig 10-et.

100 = 2-37 + 26, tehat a szaz 26 maradékot ad.

1000 =20-374260 =20-37+7-37+ 1, vagyis az 1000 1 maradékot ad.

Innentdl] kezdve mindig csak 10-zel szorzunk, a maradék is szorzédik 10-zel, tehat djra az 1, 10,
26 maradékokat kapjuk.

Ebbdl kovetkezden egy abcdef hatjegyli szdm 37-tel osztva f + 10e + 26d + ¢ + 10b + 26a
maradékot ad.

Azaz ha f és c, e és b, d és a szamjegyeket egymas kozott cserélgetjiik, akkor a maradék nem
valtozik, vagyis a szdm tovdbbra is oszthat6 37-tel.

Ez 6sszesen 2 -2 -2 = 8 lehetOség, ebbdl egy sorrend az eredeti, tehat legaldbb 7 1j sorrend van.

Osszesen:

7 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont
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