Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hatdrozzuk meg az 0sszes olyan n pozitiv egész szamot, amelynek l1étezik harom olyana > b > ¢
pozitiv osztdja, hogy a—b -t d? s osztdja n-nek. 7 pont

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a, b,c € Z*,a>b>c,a|n, b|nés c|n. Ekkor az a, b, ¢ szimok
kozott van legaldbb két azonos paritasti. Barmelyik kettd is ez (jelolje Sket u és v), azok Osszege
(u+v) és kiilonbsége (1 — v vagy v — u) is paros, amelyek szorzata — akar u? —v?, akdr vv — u?
a feltételek szerint szintén osztdja n-nek — oszthat6 4-gyel, tehdt 4 | n. 1 pont
Ha az a, b, ¢ szamok koziil barmelyik oszthaté 3-mal, akkor n is oszthaté 3-mal. Ellenkezd
esetben a harom szam kozott van kett6 olyan, amelyek 3-mal osztva azonos maradékot adnak.
Béarmelyik kettd is ez, azok kiilonbsége oszthat6 3-mal, és a kiilonbségiik €s az 6sszegiik szorzata
— szintén n oszt6ja — oszthat6 3-mal, azaz 3 | n. 1 pont

Ha az a, b, c szamok koziil barmelyik oszthat6 5-tel, akkor 7 is oszthat6 5-tel. Ellenkez6 esetben
az a®, b%, ¢ ottel val6 osztdsi maradéka csak 1 vagy 4 lehet, vagyis lesz kozottiik kett6, amelyik
5-tel osztva azonos maradékot ad.

Ezek kiilonbsége oszthatd S-tel, igy a kiilonbségiik és az 6sszegiik szorzata — szintén n osztdja —
is oszthat6 5-tel, ez alapjan 5 | n. 2 pont

Igy a kordbbi megéllapitdsaink szerint [3;4;5] = 60 | n. 1 pont
Haa=4,b=2,c=1,akkor n =60k (k € N") esetén, 4 | n, 2| n, 1 | n, tovabba a*> —b* = 12 | n,
b? —c* =3 | nés végiila®> —c* =15 | n.

Tehat a feladat feltételeinek a 60-nal oszthat6 pozitiv egész szamok felelnek meg. 2 pont

Osszesen: 7 pont



2. Az ABC hegyesszogili hdromszogben AC = BC és AB < AC. Az A csicshoz tartoz6 magassag
talppontjat a BC oldalon jeldljiikk D-vel. Az AD egyenes az (A-tdl kiillonboz6) E pontban metszi
a haromszog koriilirt korét, az AB oldal felez&merdlegese pedig az L pontban metszi AD-t. A BL
egyenes az AC oldalt az M, az ABC haromszog koriilirt korét pedig az N pontban metszi. Tovabba
az EN egyenesnek €s az AB oldal felez6merdlegesének metszéspontja Z. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor MZ | BC. 7 pont

Megoldas. Hasznaljuk a mellékelt dbrat és jeloléseit!

AC = BC esetén az AB oldal felezOmerdlegese a ha-
romszog szimmetriatengelye és a BCA< szogfelezbje
is, igy L a hdromszog magassagpontja, tovabba L és E

egymas tilkkorképei a BC egyenesre vonatkozoan. 1 pont

Igy ENB<t = ECB< (mivel azonos iven nyugvé kerii-
leti szogek), és ECB< = LCB<t = LCA< (a tengelyes
szimmetria miatt). B

2 pont

Tehat az MZ szakasz a C és N pontokbdl egyenld szo-
gek alatt latszik, azaz CNMZ hurnégyszog.

1 pont

Igy MZN< = MCN< = ACN< = AEN<, az els6 egyenl6ség CNMZ, az utolsé egyenl&ség pedig
AECN négyszog hirnégyszog volta miatt igaz. 2 pont

Mivel az AEN és MZN szdgek egyik szogszéra egy egyenesre esik, ezért MZ || AE és AE | BC
miatt MZ | BC. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. Déniel gyiimolcssalatat készit. A saldtdba alma, bandn, citrom, dinnye és eper keriilhet.
— Az alma, bandn, dinnye és eper dra darabonként 1 fabatka;
— egy darab citrom dra 2 fabatka;
— dinnyébdl és eperbdl is csak egy-egy darab van mar a zoldségesnél, mig almédbol, bananbdl és
citrombol ,tetsz6legesen sok™ kaphato.

Déniel n fabatkdnyi (n pozitiv egész) pénzét teljesen elkoltve hanyféleképpen véasarolhat gyii-
molcsot?

(Péld4ul ha n = 2, akkor 9-féleképpen vésdrolhat, hiszen (az egyes gylimolcsoket a kezdSbet(i-
jikkel roviditve) a lehetdségek: AA, AB, AD, AE, BB, BD, BE, C, és DE.) 7 pont

Megoldas. Jeldlje a, a kivant sorozatunkat (azaz azt, ahanyféleképpen vasarolhatunk » fabat-
kabol.) a, elsd par értékét felirva (agp = 1,) a; =4, a; =9, az = 16. Ez alapjan a sejtésiink:

ap = (n+1)> 1 pont
Jelolje most ¢, azt a szdmot, ahdnyféleképpen n fabatkat elkolthetiink ugy, hogy nem vesziink
citromot. ¢, kdnnyen szdmolhat6 esetszétvilasztdssal aszerint, hogy a korldtozott mennyiségi
dinnyébdl és eperbdl hanyat vesziink:

— ha dinnyébdl és eperbdl egyet sem vesziink, akkor a maradék két gyiimolcs vésarldsara (n+ 1)
lehet&ség van (aszerint, hogy 0, 1, 2, ..., n darab almat vesziink);



— ha dinnyébdl és eperbdl 6sszesen egy darabot vesziink (ez eleve két lehetdség), akkor a mara-
dék (n — 1) fabatkdnkat n-féleképpen kolthetjiik el, azaz itt az esetek szdma: 2n;

— ha pedig egy-egy dinnyét és epret is vesziink, a maradék (n — 2) fabatkét (n — 1)-féleképpen
kolthetjiik el.

Ezek alapjan ¢, = (n+1)+2n+ (n—1) = 4n.

Most visszatériink a,-re. Aszerint, hogy n pératlan vagy paros, két eset van:

—Han = 2k+ 1, azaz paratlan, akkor
an=¢cp+cp—2+...+c3+cCq
aszerint, hogy rendre O, 1, ... darab citromot vesziink.

Ezek 6sszege (az el6z0 eredményeket felhasznélva):
an=ayy1 =4-2k+1)+4-2k—1)+...44-34+4-1=4-(14+3+5+...+(2k+1)) =

= 4(k+1)> = (2k+2)* = (n+1)%.

— Ha pedig n = 2k, azaz péros, akkor

a,=cpt+cpo+...+cr+1
aszerint, hogy rendre O, 1, ... darab citromot vesziink — az ,,utols6 1-es az dsszegben” az az egy
eset, amikor minden pénzen citromot vesziink.

Ezek 0sszege (az el6z6 eredményeket felhaszndlva):
an=agy, =4-(2k)+4-2k—2)+...+4-24+1=8-(14+24+3+...+k)+1=
k(k+1
= %+ 1 =4k>+4k+1=(2k+1)> = (n+1)>.
Ezzel belattuk, hogy valéban a,, = (n+ 1)2—féleképpen koltheti el Daniel az n fabatkajat.

Osszesen:

2. megoldas - tobb diak dolgozata alapjan. Az n = 1, n = 2 és n = 3 esetekben az Osszes
lehetGség felsoroldsa utan az a, = (n+ 1)2 sejtésiinket teljes indukcidval is bizonyithatjuk.

Tekintsiik ugy, hogy Déniel bevasarldlistdjan forditott 4bécé sorrendben eldszor az eper, majd
a dinnye, harmadikként a citrom, utdna a bandn és végiil az alma mennyisége van feltiintetve.
Tegyiik fel, hogy n = k-ig valéban a; = (k+ l)z—féleképp kolthetd el k fabatka, tehat ennyiféle
bevésarldlistdja lehet Danielnek.

Tekintsiik a (k+ 1) fabatkahoz tartoz6 listat, és nézzilk meg, mire kolthette Daniel az utolso,
(k+ 1)-edik fabatkajat.

— Ha ezt almadra koltotte, akkor az el6tte 1€v6 k-fabatkds lista barmi ennek megfeleld lehet,
ez (k+ 1)? darab lehetSség az indukcids feltétel miatt.

— Ha az utolsé fabatkdt bandnra koltotte, akkor az eldtte 16v6 k fabatka egyikéért sem vehetett
almat (a listan szerepld tételek sorrendje miatt). Az olyan k-fabatkds ,,rossz” listdk szdma,
ahol az utolsé elem alma, éppen k> , ugyanis az el6z6 (k— 1) fabatkat ér6 tetszdleges
lista utdn egy almat téve kapjuk meg az ilyen listdkat. A komplementer-elv miatt tehéit az
olyan (k+ 1) fabatkat ér$ listdk szdma, melyben az utolsé fabatkdért banant vett Daniel,
(k+1)%— k>

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

7 pont



— Ha az utolsé fabatkat citromra koltotte, akkor — mivel a citrom 2 fabatkaba keriil, tehat a
k-adik fabatka is ezen citrom drdnak része — azt kell megnézniink, hogy az el6z6 (k— 1)
fabatkat hanyféleképp kolthette el Daniel. Citrom el6tt a listan csak eper, dinnye és citrom
szerepelhet, bandn és alma nem, eperbdl és dinnyébdl pedig csak 1-1 4ll rendelkezésre.

Ezért ezt a (k — 1) fabatkat csak kétféleképpen lehet elkolteni:
e Ha (k— 1) péros, akkor vagy mind a (k — 1) fabatkéaért citromot vett Daniel, vagy az

elsd két fabatkdn egy-egy epret és dinnyét, a maradék (k — 3) fabatkaért pedig csupa
citromot vett.

e Ha pedig (k — 1) paratlan, akkor az elss fabatkaért megvette az eper és dinnye egyikét,
majd a fennmarado (k — 2) fabatkat csupa citromra koltotte.

—Mivel k > 3 esetén nem lehet az Osszes fabatkat elkdlteni csupan eperre és dinnyére, ezért
nincs olyan eset, amikor a (k + 1)-edik fabatkaért ezek egyikét vette volna.

Tehat (k+ 1) fabatkat 6sszesen (k+ 1) + (k4 1) — k? 4 2-féleképp lehet elkélteni, ami éppen
(k+2)2.

Ezzel a teljes indukcios bizonyitds mddszere alapjan készen vagyunk, n fabatkdt Déniel valéban
(n+1)>-féleképp tud elkolteni.



	Kezdők I–II. kategória 1. forduló
	Kezdők I–II. kategória 2. és III. kategória 1. forduló
	Kezdők I. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők II. kategória 3. (döntő) forduló
	Kezdők III. kategória 2. (döntő) forduló
	Haladók I. kategória 1. forduló
	Haladók II. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 2. forduló
	Haladók II. kategória 2. forduló
	Haladók III. kategória 1. forduló
	Haladók I. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók II. kategória 3. (döntő) forduló
	Haladók III. kategória 2. (döntő) forduló



