Megoldasok és javitasi atmutato

1. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen olyan n pozitiv egész szdm van, amelyre 3n+ 1 és 7n+4 is
négyzetszam, valamint n 4 7 primszam. 7 pont

Megoldas. Legyen 7Tn+4 = a® és3n+1=>b*(azaés b pozitiv egészekre). Az elsd egyenlet
4-szeresébdl kivonva a masodik 9-szeresét, azt kapjuk, hogy

4(Tn+4)—9(3n+1) = n+7 = 4a> — 9b* = (2a — 3b)(2a + 3b). 2 pont
Mivel a és b pozitiv egészek, ezért 2a + 3b nagyobb 1-nél. Tehat n 4 7 csak akkor lehet prim, ha
2a —3b = 1. Vizsgéljuk ezt az esetet! 2 pont
2a = 3b+ 1. Négyzetre emelés utan 4a*> = 9b> 4 6b + 1, majd 4a*> — 9b* = 6b + 1 adédik.
Figyelembe véve, hogy 4a* —9p* =n+7,azn+6=6b Osszefiiggést kapjuk. 1 pont

Ezt négyzetre emelve és b> = 3n+ 1-et felhaszndlva n” + 12n+36 = 36b> = 36(3n+ 1), ahonnan
(n # 0 miatt) n = 96 adodik. 1 pont

Meég ellendrizniink kell, hogy 3n+ 1 és 7n+ 4 val6ban négyzetszdm, valamint n+ 7 primszdm-e.
3n+1=289=17% és Tn+4 = 676 = 262, tovdbbd n+7 = 103, ami primsz4m. 1 pont
Azaz valéban n = 96 az egyetlen megfelel$ pozitiv egész.

Osszesen: 7 pont

2. Az A-nal derékszogili ABC haromszogben AB > AC. Legyen az A pont BC egyenesre vonatkozo
tilkorképe P, az A-bol BP-re éllitott merdleges talppontja T, mig AT szakasz felezdpontjat je-
16lje F. Az ABC hiaromszog koréirt k koréhez A-ban huzott érint6 a BC egyenest O-ban metszi,
mig a BF egyenes és k (B-t6l kiilonb6zd) metszéspontja U. Igazoljuk, hogy a BQ egyenes érinti
az AU Q hidromszog koréirt korét! 7 pont

1. megoldas. Hasznaljuk az aldbbi abrat és jeloléseit.

A

P

A tiikrozéssel kapott P pont rajta van BC szakasz Thalész-korén. FM kozépvonal AT P harom-
szbgben, és parhuzamos T P-vel, ezért UFM< = UBP< = UAP< (az utébbi két szog azért
egyenld, mert a Thalész-korben egy ivhez tartozé keriileti szogek). 1 pont



AFMU hurnégyszog, hiszen A-bdl és F-bdl MU szakasz ugyanakkora szogben latszik.
Az AFMU hurnégyszogben FAM < = FUM<.

BAT <= BAP<1—TAP< = BUP<—BUM< = MUP<, hiszen azonos iven nyugvo keriileti sz6-
gek a Thalész-korben, valamint az AFMU huirnégyszog koréirt korében.

ABP< = MAQ<, mivel az ABC korben a PA iven nyugvo keriileti, illetve érintészaru keriileti
szogek.

Tovéabba a megfeleld derékszogli haromszogekben a szogosszeget, valamint a BQ-ra vald szim-
metridt felhaszndlva adédik: BAT < = 90° — ABT < = 90° — MAQ<t = AQM< = POM <.

De BAT <« = MU P<, tehat MU P<t = PQM <. Ebbdl kovetkezben az MPQU négyszog hiurnégy-
szog, emiatt UQM < = UPM <,

valamint U PM < = ABU < = UAQ<. Mivel az UAQ< az UAQ haromszog koré irhat6 korében az
U Q ivhez tartozo keriileti szog, mely az el6zbek alapjan megegyezik U QM <-gel, igy BQ nem
lehet mas, csak a AU Q koréirt korének érintdje Q-ban.

Osszesen:

2. megoldas. Hasznéljuk az alabbi abrat! Az j O pont az ABC kor kdzéppontja.

P

Tekintsiik AB Thalész-korét (szaggatott kor). Ez BC egyenesét messe a (B-t0l kiilonbozd) R
pontban. Ekkor BRA<t = 90°, és A, R és P egy egyenesen vannak. TAR<{ = TBR<{ = ABR< =
= AT R< egy htron nyugvo keriileti szogek és a tengelyes tiikrozés miatt. Azaz AT R haromszog
egyenldszard, és AR = TR.

AUB<t = APB<, hiszen egy hurhoz tartoznak ABC korén, tovabbd APB<t = APT < = ARF <,
hiszen ARF haromszdg az APT hiaromszoghoz hasonlé — mivel RF az APT kozépvonala — azaz
AUF< =ARF«.

Igy A,U,R, F egy koron vannak, és mivel AFR<{ = 90°, ez AR Thalész-kore. Ez a kor BC egye-
nesét R pontban érinti.

Vegyiik R pont inverz képét ABC korére. Mivel OAQ<t = 90° az OAQ haromszogben OA sugir,
valamint AQ érintd, igy a befog6tétel miatt R inverz képe éppen Q.
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De akkor (az inverziénil A’ = A, U' = U és R' = Q) AFRU korének inverz képe éppen AUQ
kore, és mivel AFRU kore érintette BC egyenesét, az inverze, azaz AU Q kore érinti BC inverzét,
azaz BC-t. Pontosan ezt akartuk bizonyitani. 1 pont

Osszesen: 7 pont

3. megoldas. Haszndljuk az aldbbi brét! Jelolje U’ a BC egyenes és az AU egyenes metszés-
pontjat.

o M C U’

P

Belétjuk, hogy U’ felezi az MQ szakaszt: ehhez el6szor vegyiik észre, hogy az MAQ és a BTA
haromszog hasonld, hiszen mindkettd derékszogti, és MAQ<( = PAQ<< = PBA<{ = TBA< ahol
a kozépsd egyenl6ség az érintd szaru keriileti szogek tételébdl kovetkezik. Ezutan azt kell még
észrevenni, hogy az U’AQ< és az FBA< szogek is egyenldk (mindketts az AU iven nyugvé
keriileti szog), igy AU’ is stilyvonal az MAQ haromszdgben, azaz U’ felezi az MQ szakaszt.

Ezek utdn az U’ pont AU Q kérre vonatkoz6 hatvanya alapjan az érintéshez elég azt beldtni, hogy
U'U-U'A =U'Q? (hiszen ekkor U’Q és igy BC egyenese is érinti AU Q korét).

Vegyiik fel az MQ szakasz k Thalész korét, ennek kozéppontja U’. A bizonyitandé allitds azt
mondja, hogy az U’ pontnak az eredeti korre vonatkozé hatvdnya megegyezik k sugardnak a
négyzetvével. Ez viszont ismert médon (és konnyen beldthatdan) azt jelenti, hogy k és az eredeti
ABC koré irt kor merdlegesek egymadsra (azaz a metszéspontjukat a kozéppontokkal 6sszek5td
sugarak merdlegesek egymadsra). Mivel ez szimmetrikus viszony két kor kozott, elég belatni,
hogy O-nak a k-ra vonatkozé hatvanya egyenl$ az eredeti kor sugardnak a négyzetével, azaz
OM - 0Q = OA”.

Ez pedig azonnal kovetkezik az OAQ derékszogili haromszogre felirt befogo-tételbdl. Ezzel ké-
szen vagyunk.

. Déniel bacsinak 6 kutydja és 6 macskdja van. Mivel Déniel bacsi szeret fotézni, az allatairdl
készitett néhany fényképet. A képek el6hivdsa utdn a kovetkezdket vette észre.

— Mind a 36 lehetséges kutya-macska parosra volt olyan kép, amelyen ez a két dllat (esetleg méas
allatokkal egyiitt) egy képen szerepelt.

— Egyetlen képen sem szerepelt mindkét fajta allatbdl egyszerre tobb. (Az el6fordulhatott, hogy
egy képen egy kutya és tobb macska volt, vagy egy macska és tobb kutya volt.)



— Bérmely 4llat legfeljebb négy képen szerepelt.
Hény fotot készitett Daniel bacsi?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy 12 foté elkészithet§ a feltételek szerint, de semmilyen mas sza-

mu foté nem. A ,,konstrukcid” az alabbi abran lathato:
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Egy-egy téglalap ,,jelent” egy-egy fényképet. A téglalap sora(i) mellett 1év6 K; bejegyzések je-
lentik, hogy mely kutydk, és az oszlopa(i) felett 1év6 M; bejegyzések, mely macskdk szerepelnek
az adott foton. Példaul a K; kutya mellett 1év0, vilagossziirkével jelolt foton a masodik kutyus,

és az elsd harom macska szerepel.

Megjegyzés. Valamilyen j6 konstrukciéért —

Vildgos, hogy a megadott konstrukcié (12 fényképpel) teljesiti a feladat feltételeit. Most meg-
mutatjuk, hogy mds mennyiségii fénykép nem késziilhetett (sem tobb, sem kevesebb).

Hasonl6an az dbrankhoz vegyiink fel egy 6 x 6-o0s tdbldzatot. A tabldzat i-edik oszlopa az i-edik
macskdt, j-edik sora a j-edik kutyat fogja jelenteni. A tdbldzat minden mezGjét egyértelmiien ki
fogjuk szinezni két szin (sotétsziirke vagy vildgossziirke) valamelyikével a kovetkez6 mddon:

— Legyenek a fotdk az éllatokrdl fi; fa; ...; fu.

— Keressiik meg az elsd sorszami olyan f; fotot (Iehet tobb fotd is, azok koziil az els6t valasztjuk
az egyértelmiiség miatt), amelyiken egyszerre szerepel az i-edik macska €s a j-edik kutya.
Megjegyzés. Valamilyen hasonl6 tablazatos vagy grafos modellért —

— Ha ezen a fot6n tobb macska van, mint kutya, akkor a tdblazat ¢; ; (i-edik oszlop/j-edik sor)
mezQjét szinezziik viladgos sziirkére.

— Ha pedig ezen a fot6n legaldabb annyi kutya van, mint macska, akkor a tablazat #; ; mezGjét
szinezziik sotét sziirkére.

Ez a szinezés egyértelm (adott fotdsorozat esetén), és minden mezdt kiszinez.

Nézziik meg, hogy a teljes tabldzat 36 mezdje koziil mennyi lehet vildgossziirke. Az i-edik osz-
lopban legfeljebb 3 vildgossziirke mez6 lehet, mert az ezeket jelentd fotokon megfeleld j-edik
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kutya ,,magédnyos” (a tobbi dllat a fotén cica). Ha haromndl tobb ilyen fot6 lenne, akkor egyszer-
re nem lehetne igaz az, hogy az i-edik macskédnak van mind a hat kutyaval kozos fotdja, illetve
az, hogy az i-edik macskénak legfeljebb 4 fot6ja van. Azaz az i-edik oszlopban (barmely i-re)
legfeljebb 3 vildgossziirke mez6 lehet.

Igy a teljes téblazat osszesen 6 oszlopaban legfeljebb 18 vildgossziirke mez§ lehet. Teljesen ha-
sonléan minden sorban legfeljebb 3 sotétsziirke mezd lehet, €s igy a tdblazatban legfeljebb 18
sotétsziirke mezd lehet. Mivel a tdblazat mind a 36 mezdjét kiszinezziik (egy megfelel6 foto-
sorozat esetén) ez csak ugy lehet, hogy minden sorban/oszlopban pontosan 3 sotétsziirke és 3
vildgossziirke mez§ van.

Vizsgéljuk valamely, mondjuk az i-edik oszlopot. Mivel ebben 3 vildgossziirke mezd van, van
harom olyan fénykép, ahol az i-edik macska egy-egy maganyos kutydval (é€s néhany masik macs-
kaval van lefényképezve). Emiatt viszont — mivel minden 4llat legfeljebb 4 képen szerepel — a
maradék harom kutydval az i-edik macskédnak egy csoportképre kell keriilnie (,,magényos cica-
ként”).

Ez minden sor és minden oszlop esetén elmondhatd, azaz barmely éllathoz lesz pontosan egy
olyan fot6, ahol 6 maganyos. Rendeljiik az adott dllathoz ezt a fotét. (A példankndl a a K, cimke
melletti, vildgossziirke téglalappal jelolt fotét a 2-es kutydhoz rendeljiik). Ezzel egy bijekcidt
létesitettiink az dllatok és a fotok kozott. fgy a foték szdma pontosan 12.

Osszesen:

2. megoldas — Keresztély Zsdfia dolgozata alapjan. Jeloljik a fotok szamat n-nel, és legyen

ki,ka,....k, az egyes fotokon szerepld éllatok szama. Mivel minden éllat legfeljebb 4 képen
n

szerepelt: Z k; < 48.

i=1
Amennyiben az i-edik foton kutya és macska is szerepelt, az ezen a képen szerepld kutya-macska
parosok szdma: k; — 1, mig ha a foton csak egyfajta allat (vagy csak kutya, vagy csak macska)
szerepel a kutya-macska parosok szdma 0. Ezek alapjan az dsszes foton szerepld kutya-macska

n n

parosok szdma legfeljebb Z (ki—1)= (Z ki) —n. (Ennyi paros pontosan akkor val6sul meg,
i=1 i=1

ha minden képen szerepel kutya és macska is.)

Masfeldl a fotézott parok szdma legalabb 6 - 6 = 36 (hiszen minden kutya-macska pdroshoz van

kozos kép). Ezek alapjan

n
<Z ki> —n > a fotékon szerepld kutya-macska parok szama > 36.

i=1

n

A korabbiak miatt 48 —n = (Z k,-) —n > 36 és innen 12 > n adédik. Azaz legfeljebb 12 fotd
i=1

késziilt.

Megmutatjuk azt is, hogy legaldabb 12 fot6 késziilt. Ehhez indirekt tegyiik fel, hogy legfeljebb

11 foté késziilt. Ekkor legfeljebb 11 dllatra lehet igaz, hogy van olyan fotd, ahol 6§ (maganyos

allatként) tobb masik fajtaju 4llattal egyiitt szerepel, azaz van legalabb egy olyan dllat, amely
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minden rola késziilt képen legfeljebb egy mas fajtdju dllattal van. Ehhez viszont az adott allatrol
— a feltételek alapjin — legaldbb 6 foténak kellene késziilnie, ami ellentmondas. Azaz legaldbb
12 foto késziilt.

A két részt 0sszevetve pontosan 12 fotd késziilt. Pontosan 12 fotd viszont késziilhetett, ezt az
els6 megolddsban megmutatott konstrukcié igazolja.
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