Megoldasok és javitasi atmutato

1. Hany olyan 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egész szdm van, amelyre teljesiil, hogy a szdm tizen-
Otszorosének pontosan négyszer annyi (pozitiv) osztdja van, mint az eredeti szimnak? 10 pont



Megoldas. Az 1 megoldas, hiszen az 1-nek egy, a 15-nek négy darab (1, 3, 5, 15) osztéja van. 1 pont

Tegyiik fel, hogy egy 1-nél nagyobb pozitiv egész N szamnak k darab osztdja van, ezek legyenek
nagysag szerinti sorrendben: a1 =1<a; <az <...<a;=N.

Ezek a szamok mind oszto1 15N-nek is, és ezeken kiviil 15N oszthatd az alabbiakkal is:

3ay, 3az, 3as, ..., 3a;
5611, 5612, 5613, ey Sak
15a;, 15a;, 15as3, ..., 15a; 1 pont

A felsoroltaktol eltérd szammal 15N nem lehet oszthato, hiszen primtényezds felbontasaban egy
3-as és egy 5-0s tényezdvel van tobb, mint N primtényezds felbontdsdban. 1 pont

Ez 6sszesen négyszer annyi szdm, mint N osztdinak szdma, a 15N-nek tehat pontosan akkor van
négyszer annyi osztdja, mint N-nek, ha a felsorolt szdmok mind kiilonbozdek. 1 pont
Mivel a; = 1, igy 3a; = 3 és 5a; = 5, és ezek nem lehetnek felsorolva N osztéi kozott, igy
sziikséges feltétel, hogy N ne legyen oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel. 1 pont

Ha N nem oszthaté sem 3-mal, sem 5-tel, akkor a felsorolt osztdok valoban mind kiilonbozéek,
hiszen az elsé6 sor elemei sem 5-tel, sem 3-mal nem oszthatéak, a masodik sor elemei 3-mal igen,
de 5-tel nem, a harmadik sorban felsorolt szamok 5-tel igen, de 3-mal nem, mig a negyedik sor

elemei mindkét szammal oszthatdak. 1 pont
Azt kell tehat megallapitanunk, hogy hany olyan 2023-nél nem nagyobb pozitiv szam van, amely
sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatd. 1 pont
A 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egészek koziil: 3-mal oszthatd: 674 darab, 5-tel oszthatd: 404
darab, 15-tel oszthatd: 134 darab. 1 pont
Tehat a 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egészek koziil azok darabszdma, amelyek 3-mal vagy
5-tel oszthatéak: 674 + 404 — 134 = 944. 1 pont
A tobbi 2023-ndl nem nagyobb pozitiv egész az, ami sem 3-mal, sem 5-tel nem oszthatd, tehat
osszesen 2023 — 944 = 1079 keresett tulajdonsdgd szdm van. 1 pont
Osszesen: 10 pont

. Egy jatékban egységoldalu szabalyos haromszog alaki lapokbdl lehet egységnyi
élhosszisdgu szabdlyos tetraédereket épiteni. Minden haromszog piros, kék, sarga
vagy z0ld szindi. A haromszogekbdl egy-egy tetraéderhez négyet-négyet felhasznal-
va éppen meg lehet épiteni az 0sszes kiilonb6z6 szabélyos tetraédert. Két tetraédert
akkor tekintiink kiilonboz6nek, ha azok forgatdssal nem vihet6k egymdsba. Hany
haromszogbdl all a készlet? 10 pont

1. megoldas. Minden szinbdl ugyanannyira lesz sziikség, ezért szamoljuk meg, hogy héany piros

haromszog van a készletben! 1 pont
Ehhez vegyiik sorra, hogy hany piros lapja lehet egy tetraédernek:
Egyféle olyan tetraéder épithetd, amelynek minden lapja piros, ehhez 4 haromszog kell. 1 pont

Hérom olyan tetraéder van, amelynek harom lapja piros, egy pedig pirostdl eltérd szind. Ezek
megépitéséhez 3 -3 = 9 hdromszog kell. 1 pont



Két piros lapja kétféle modon lehet egy tetraédernek: vagy a masik két lap is egyez6 szinl vagy
azok kiilonbozdek. Haromféle olyan van, ahol a masik két lap is egyezd, ezekhez 3 -2 = 6 piros

haromszog kell. 1 pont
Haromféle olyan van, ahol a mdsik két lap kiilonbozd szind, ez 3 -2 = 6 piros haromszdget jelent.

(Egy szint nem haszndlunk a piroson kiviili harombdl.) 1 pont
Egy piros lapja hdromféle médon lehet egy tetraédernek:

Lehet a mésik harom lap egyforma: ilyenbdl 3 van, ezekhez 3 piros haromszog kell. 1 pont
Lehet a mésik harom lap kétféle szinG: ilyenbdl 6 van (3 - 2), ezekhez 6 piros haromszog kell. 1 pont
Lehet a masik harom lap csupa kiilonb6z6 szind, ilyenbdl kettd van, mert ezek forgatdssal nem

vihet6k egymasba. Ezek megépitéséhez 2 piros haromszog kell. 1 pont
Azaz Osszesen 44+ 9+ 6+ 643 4+ 6+ 2 = 36 piros haromszog kell, 1 pont
azaz 4 -36 = 144 elembdl 4ll a készlet. 1 pont
Osszesen: 10 pont

2. megoldas. Szamoljuk 6ssze, hogy hanyféle tetraédert lehet épiteni! A haromszogek szdma

ennek négyszerese. 1 pont
Vegyiik sorra, hogy hanyféle szini lapbdl épithetjiik a tetraédert:
Egyféle szinii lapokbdl 4 kiilonbozé tetraédert épithetiink (pirosat, kéket, sargit, zoldet). 1 pont
Kétféle szinl lapbdl kétféle tetraédert épithetiink:
Egy szinbdl 3 lap és egy masikbdl 1 lap: ilyenbdl 4 -3 = 12 van. 1 pont

4 4.3
Mindkét szinbdl 2-2 lap: ilyenbdl <2) =7 = 6 van. 1 pont
Ha hdromféle szinl lapbdl épitjiik a tetraédert, akkor egy szin kétszer fog szerepelni, ezt 4-

3 3.2

féleképpen valaszthatjuk ki, mellé a mdésik két lapot (2) =5 = 3-féleképpen. Azaz ilyen
tetraéderbdl 4 - 3 = 12 kiilonbozd van. 2 pont
Végiil négyféle szinbdl 2-féle tetraédert épithetiink, amelyek forgatdssal nem vihet6k egymdsba. 1 pont
Azaz 0sszesen 4+ 1246+ 12 +2 = 36 kiilonboz6 tetraédert épithetiink. 1 pont
Ezek megépitéséhez pedig 36 -4 = 144 haromszogre van sziikség. 1 pont

Megjegyzés. Az utolsé pont csak akkor jar, ha helyes a végeredmény.
Osszesen: 10 pont

. Az ABCD négyszogben az A csucsnal 1év6 belso szog 30°, a B, illetve D csticsndl derékszog
van, tovabba AB = 13 cm, és CD = 2 cm.

a) Hatarozzuk meg a hidnyzo6 két oldal hosszanak pontos értékét!
b) Igazoljuk, hogy a négyszog koré irt korének (a négyszog minden csucsdra illeszkedd kor)
sugara centiméterben mérve egész szam! 10 pont

7 2

Megoldas. Az adatoknak megfeleld abra. 1 pont



CD =2cm
C
2x
30° /]
A AB=13cm B x E
Az AB és a DC szakaszok meghosszabbitdsanak metszéspontja legyen az E pont. 1 pont
A BCE haromszog félszabalyos, ezért ha BE = x, akkor CE = 2x, 1 pont
Az ADE haromszog is félszabélyos, ezért 2- (2+2x) = 13 +x, 1 pont
ebbdl x =3 cm. 1 pont
Pitagorasz-tételt alkalmazva a BCE, illetve az ADE hiromszogekben, BC = V27 cm, 1 pont
illetve AD = v/192 cm adédik. 1 pont
A Thalesz-tétel megforditdsa miatt, a B €s a D pont is illeszkedik az AC 4tmérdjt korre. 1 pont
AC = 14 cm a Pitagorasz-tételbdl kovetkezden, 1 pont
igy a négyszog koré irhat6é kor sugara 7 cm, ami valéban egész szam. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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