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Haladok II. kategoria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Négyzetszam-e az aldbbi Osszeg értéke?

IN+214+314...+2023!

(Definici6 szerint 1! = 1, tovabbd n > 2 pozitiv egész esetén n! az 1-2 - ... n szorzatot jelenti.)

Megoldas. Az 1!+2!+3!+4! =142+ 6+24 =33, azaz 3-ra végzddik.
Han > 5, akkor az n! oszthat6é 10-zel (mivel n! tartalmaz 5-tel és 2-vel oszthat6 tényezét is), azaz

0-ra végzddik.

Mindezek alapjan az 1! +2!+3!4...4+2023! 6sszeg utolsé szdmjegye 3 +0 = 3 lesz.
Egy négyzetszam nem végzddhet 3-ra (ahogy 2-re, 7-re vagy 8-ra sem).

Tehdtaz 1! +2!+3!+... +2023! 6sszeg nem négyzetszam.

Osszesen:

2. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert az egész szdmok halmazan.

2oy _P=1
ytz—x=-3

1. megoldas. A masodik egyenletbdl x-et kifejezve x = y + z+ 3, és behelyettesitve az els6

egyenletbe azt kapjuk, hogy (3 +z+)

2y - 2 =1, majd innen az egyenletet rendezve adodik

27y 4+6y+6z4+9=1.

Miutén az egyenlet mindkét oldaldhoz 9-et adunk és kiemelésekkel szorzatta alakitunk, azt kapjuk,

hogy 2(z+3)(y+3)=10= (z+3)(y+3) =5.

Az 5 lehetséges osztdparjai: 5=5-1=1-5=(—1)-(=5) = (=5) - (—1), emiatt ez a 4 lehetséges
szampadr adja meg (z+ 3) és (y+ 3) lehetséges értékeit.

Innen rendre harmat-hdrmat kivonva az osztéparokbdl, illetve az x = y+z+ 3 miveletet elvégezve
adddik a négy megoldas (szdmharmasként felirva):

Osszesen:

(x;y;2) = (—9;-8;—4),(=9; —4;-8),(3:2;-2),(3; -2;2).
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2. megoldas. Az els6 megolddshoz hasonléan dolgozunk, és mivel az egyenletrendszerben y és z
szerepe szimmetrikus, mindegy, melyiket fejezziik ki.
A masodik egyenletbdl y-t kifejezve y = x — z — 3; ezt behelyettesitve az elsd egyenletbe kapjuk,
hogy x> — (x—z—3)? —z? = 1, innen az egyenletet rendezve adédik —2z° +2xz+6x—6z—9 = 1.
Miutén az egyenlet mindkét oldaldhoz 9-et adunk és kiemelésekkel szorzatta alakitunk, azt kapjuk,
hogy 2(z+3)(x—z) =10= (z+3)(x—2) =5.
Az 5 lehetséges osztoparjai: 5=5-1=1-5=(—1)-(=5) = (-5) - (—1), emiatt ez a 4 lehetséges
szampér adja meg (z+ 3) és (x — z) lehetséges értékeit.
Innen rendre 3-at kivonva az osztéparok elsd szdmabdl adddik z, ezt felhasznélva az osztéparok
masodik tényezdjébol megkapjuk x-et, €s végiil az y = x — z — 3 helyettesitéssel adddik a négy
megoldds (szdmharmasként felirva, mint az el6z6 megoldasnal):

(x;y;2) = (—9;=8;—4),(=9; —4;-8),(3;2;-2),(3; -2;2).

Osszesen:

. Az ABC héaromszogben a BC oldalhoz tartozé silyvonal masfélszerese a BC oldalnak. Jelolje Ay,
By és C rendre a BC, AC és AB oldalak felezdpontjait. Bizonyitsuk be, hogy a haromszogben

AA? = BB} +CC3.

Megoldas. Haszndljuk az abrat.

Az ABC hiromszog sulypontja legyen S, az S pont a
stlyvonalnak a csucstdl tdvolabbi harmadolépontja.
Legyen A;S =x, B|1S =y és C1S = z, ekkor BS =
=2y, CS =2z, BB| = 3y és CC| = 3z. Tovabba
AA| = 3x, és a feladat feltétele miatt BC = 2x.

A1 a BC oldal felezGpontja, ezért BA] = CA| =x = .
= A;S, igy a B, a C és az S pont egyenld tivol 4 C B
van az A; ponttdl, azaz S rajta van a BC szakasz

Thalész-korén. Ezért a BCS haromszog derékszogli, befogdi BS = 2y, CS = 2z, atfogdja pedig
BC = 2x.

Pitagorasz tétele alapjan ekkor (2y)? + (2z)> = (2x)°.

Ha mindkét oldalt osztjuk 4-gyel, majd szorozzuk 9-cel, akkor a (3y)? + (3z)*> = (3x)%, azaz a
BB% + CC% = AA% Osszefiiggést kapjuk, €s éppen ezt kellett belatni.

Osszesen:

Megjegyzés. A fenti dbrat haszndlva (a pontok és a szakaszok bevezetését és leirasat kovetden) a
feladat indokolhat6 az aldbbi médon is.

Az S pontnak az A pontra val6 tiikorképe legyen P. Ekkor, mivel A| a BC oldal felezpontja az
SBPC négyszog kozéppontosan szimmetrikus, ezért paralelogramma.

A paralelogramma &tléi BC = 2x és SP = 2x (igy az téglalap is), az oldalai pedig BS = PC = 2y
€s CS = AP = 2z. A paralelogramma-tétel alapjan a paralelogramma oldalainak négyzetosszege
egyenl az 4tl6k négyzetdsszegével, ezért 2- (2y) +2- (22)% = (2x)> + (2x)%.

Ha mindkét oldalt osztjuk 8-cal, majd szorozzuk 9-cel, akkor a (3y)? + (3z)> = (3x)%, azaz a
BB% + CC% = AA% Osszefiiggést kapjuk, €s éppen ezt kellett belatni.
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4. Egy konvex 2023-szogben behtiztunk 20 atl6t, amelyek pdronként nem metszik egymadst. Vagjuk
szét a sokszoget az atlok mentén. Bizonyitsuk be, hogy a kapott sokszogek kozott van olyan,
amelynek legalabb 99 csucsa van. 7 pont

Megoldas. Mivel az atlok nem metszik egymast, minden vagassal egy dj sokszog keletkezik,

tehat a kisebb sokszogek szdma 21 lesz. 1 pont
Szamoljuk meg ezen kisebb sokszdgek oldalait!

Mivel az eredeti sokszdg oldalaiba nem véighattunk bele, a 2023 eredeti oldal pontosan egy-egy

kis sokszognek az oldala. 1 pont
Mivel az atlékba sem vaghattunk bele, minden vagas mentén 2 kis sokszog keletkezett. A 20

vagas 20 -2 = 40 tovabbi oldalt jelent. 1 pont
Ez 6sszesen 2063 oldal. 1 pont
A skatulyaelv miatt igy lesz olyan kis sokszog, amely oldalainak €s igy csticsainak a szama is

legaldbb 2063 felsd egész része, azaz 99. Ezzel az dllitasunkat igazoltuk. 3 pont
Osszesen: 7 pont

Megjegyzés. Az utolsé 3 pont a kovetkez6képpen is indokolhato:

Indirekt médon tegyiik fel, hogy minden kis sokszognek legfeljebb 98 cstcsa, illetve oldala van.
Ekkor az oldalak szama legfeljebb 21 - 98 = 2058 lenne, ami ellentmond annak a ténynek, hogy
2063 darab oldal van. Azaz az allitasunkat igazoltuk.

5. Legyen p(x) olyan masodfoki polinom, amelynek féegyiitthat6ja 1. Tudjuk, hogy a p(x), illetve
ap(p(p(x))) polinomoknak van kozs valés gydke. Bizonyitsuk be, hogy

p(0)-p(1)=0. 7 pont
Megoldas. Legyen p(x) szokdsos (kanonikus) alakja: p(x) = x> 4 ax+ b, tovibbd legyen a p(x)
ésa p(p(p(x))) polinomok kozs valds gydke r. 1 pont
Ekkor felhasznélva, hogy p(r) = 0 és p(0) = b, tovabbd az x = r értéket behelyettesitve a
p(p(p(x))) polinomba: p (p(p(r))) =0, innen p(p(0)) = 0, majd p(b) =0, 2 pont
azaz p(b) = b* 4 ab + b = 0, és innen (szorzatté alakitva) b(b +a+ 1) = 0 adédik. 2 pont
Mivel p(1) = 12+a-1+b=b+a+1 (és p(0) = b, amint azt mar korabban lattuk), 1 pont
b(b+a-+1)=0miatt p(0)- p(1) = 0. Ezzel az éllitast igazoltuk. 1 pont
Osszesen: 7 pont
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