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Haladok II1. kategoéria 1. fordul6

Megoldasok és javitasi atmutato

1. Egy kor keriiletén kijeloliink n pontot. Azt szeretnénk elérni, hogy a pontok dltal meghatarozott
haromszogek koziil pontosan 22024 legyen derékszogli. Mennyi a sziikséges pontok szdménak
minimuma? 7 pont

Megoldas. Derékszogil haromszog pontosan oly médon keletkezik, ha a harom cstcs koziil
kettd atellenesen helyezkedik el a kor keriiletén. Ilyenkor harmadik csticsnak a tobbi n — 2 koziil
barmelyik valaszthat6. Emiatt, ha k£ darab atmérd alakul ki, akkor a derékszogli haromszogek

szdma (n— 2)k = 22924, 1 pont
Ezért n — 2 és k is 2-nek természetes kitevGs hatvanya, azazn —2 =29 és k = 2b, 1 pont
valamint n > 2k, hiszen a k darab dtmér6ben 1€v6 csicsok szdma legfeljebb a pontok szdma, azaz
n lehet. 1 pont
(n—2)k =229 =29.2% tehdt a+ b = 2024 és n > 2k miatt a > b. 1 pont
a = b csak n = k+ 2 esetén lehetséges, de ekkor n > 2k miatt k = 1,n =3 vagy k =2,n =4
lenne, de ekkor a + b = 2024 nem teljesiil, tehat a > b. 1 pont
Mivel a lehetd legkisebb n-t keressiik, ezért a = 1013 és b = 1011, igy k = 219! n —2 =213 1 pont
Ekkor a pontok szdma n = 21013 4 2 ¢s k =201 darab 4tmérs végpontjai egymadssal atellenesen

helyezkednek el, a tobbi pont pedig ugy, hogy semelyik ne legyen semelyik masik ponttal
szemben. 1 pont

Vilasz: a sziikséges pontok szdmanak a minimuma tehédt n = 21013 4 2,

Osszesen: 7 pont



2. Legyen n pozitiv egész szam, d pedig az n®+1és az (n+ 1)2 + 1 szamok legnagyobb k6z0s
osztdja. Hatdrozzuk meg d lehetséges értékeit. 7 pont

1. megoldas. n =1 esetén (n*>+1;(n+1)>+1) = (2;5) =1,

n=2esetén (N +1;(n+1)2+1)=(5;10) =5. 1 pont
Legyen (n®+1;(n+1)>+1)=d. Ekkorad | (n+1)*>+1 és d | n* + 1 oszthatésdgok miatt a

kiilonbségiikre is igaz, hogy d | (n+1)>+1— (n>4+1) =2n+1. 1 pont
Tovabba d | n® + 1 kovetkeztében d | 4n* + 4, 1 pont
ésd|2n+1miattd | (2n+1)(2n—1) =4n> —1, 2 pont
igy d | (4n* +4) — (4n* — 1) =5 is igaz. 1 pont
Igy d értéke csak 1 vagy 5 lehet, és amint azt kordbban lttuk, mindkettd meg is valsulhat. 1 pont
Osszesen: 7 pont

2. megoldas. (Hasonl6 az el6z6hoz, csak most az euklideszi algoritmussal dolgozunk.)
(n+1)2+1=n’+2n+2.
Legyen (n2 + ;0% +2n+ 2) =d. A d-t most euklideszi-algoritmussal keressiik meg:

n?4+2n+2=m*+1)+ 2n+1) miattd = (n® +1;2n+1). 1 pont
Mivel 41 (2n+1), ezért d = (4n> +4;2n+1). 2 pont
Tovabba 4n> +4 = (2n+1)(2n— 1) +5 miatt d = (2n+ 1;5). 2 pont
Figyelembe véve, hogy az 5-nek két (pozitiv) osztdja van az 1 és az 5, igy d csak 1 vagy 5 lehet. 1 pont
Ezeket az értékeket fel is veszi, pl. ha n = 1, akkor d = 1, ha pedig n = 2, akkor d = 5. 1 pont
Osszesen: 7 pont



3. Legyen F az ABCD hurnégyszog koriilirt korének azon pontja, amely felezi a kor C és D pontokat
nem tartalmazd AB ivét. A DF és AC egyenesek a P, a CF és BD egyenesek pedig a Q pontban
metszik egymadst. Bizonyitsuk be, hogy a PQ és AB egyenesek parhuzamosak.

Megoldas. Hasznaljuk az dbrat és jeloléseit!

Az AF és BF ivek hosszusidganak egyenl6sége miatt
BCF< =FCA«.

Figyelembe véve, hogy a BCDF hurnégyszog koriilirt
korében az F' B iven nyugvo keriileti szogek megegyez-
nek, ezért BDF<{ = BCF <.

Ezt felhasznalva

QCP<« = FCA< = BCF< = BDF< = QDP«.

Igy a PQ szakasz a C és D pontokbél azonos szog alatt
latszik, és mivel C és D is a PQ egyenes azonos oldaldn
helyezkedik el, ezért a CDPQ négyszog hurnégyszog.

Az emlitett hirnégyszog koriilirt korében CPQ<t = CDQ< (azonos iven nyugvo keriileti szogek).
Masrészt az ABCD hurnégyszog alapjan CDQ<t = CDB< = CAB<.

[gy CPO< = CAB<, és mivel a szogek egyik sz6gszdra azonos egyenesre esik, ezért a két szog
egyélldsd, ami azt jelenti, hogy PQ || AB.

Osszesen:

7 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

7 pont



4. Hatdrozzuk meg az xy + yz + zx kifejezés értékét, ha az x, y, z valds szdmok teljesitik az

Poyr=y =2 —ay=2

feltételt. 7 pont

Megoldas. Mivel x> — yz = y* — zx, igy x> —y* +xz—yz =0, innen (x —y)(x+y) +z(x—y) =0,
vagyis

(x—y)x+y+2)=0 (1) 1 pont
Hasonloképpen
) y—2)(x+y+z) =0 2)
és

(z=x)(x+y+2)=0 (3) 1 pont
—Hax+y+z#0, akkor az (1)—(3) alapjan x = y = z adédik, ami a feladat eredeti feltétele szerint
nem lehetséges. 1 pont

— Ha x+y—+z =0, akkor pedig az x? —yz =2, y2 —xx=2¢éaz —xy = 2 egyenlGségek
Osszeadasdval 1 pont

X +y?+ 22 —xy—yz—zx = 6, majd (x+y+2)* — 3(xy +yz+zx) = 6, és innen
(x+y+2)2—6 -6 _

-2
3 3
adédik. 2 pont

Xy +yz+2zx=

Azaz xy + yz + zx kifejezés értéke a feltételek esetén —2.
Léteznek a feladat eredeti feltételét teljesitd szamharmasok, példaul egy ilyen lehet6ség:

(x;y:2) = (V2;0,—V2) 1 pont

Osszesen: 7 pont

5. Adott egy H halmaz, amelynek elemszama 50, és mindegyik eleme egész szam. Bizonyitsuk be,
hogy H-nak van olyan nem iires részhalmaza, amelyben az elemek 0sszege 100-zal osztva O vagy

1 vagy 99 maradékot ad. 7 pont
Megoldas. H elemeit jeloljiik ay, ay, ..., asp-nel. Képezziik az alabbi 50 darab Osszeget: s1 = ay,
s =ay+ay, s3s=ay+a+asz, ..., Sso =ay+ay+ ...+ asg. Ha valamelyik 0sszeg a kivant
maradékok valamelyikét adja, akkor készen vagyunk. 2 pont
Ha nem, akkor az 6tven 0sszeg 97-féle maradékot adhat 100-zal osztva. 1 pont

Ha vannak egyez8 maradékok, akkor a tobb tagot tartalmaz6 Osszegbdl kivonva a kevesebbet
tartalmazot, egy olyan 6sszeg adédik, amely nulla maradékot ad. 1 pont

Ha nincsenek egyezd maradékok, akkor mivel 50 kiilonbdz6 maradékunk van, és 97-féle maradék
(2,3,4,...,98) lehet, ezért el6fordulnak szomszédos maradékok. 2 pont

Ekkor a tobb tagi 0sszegbdl a kevesebb tagut kivonva, olyan dsszeget kapunk, ami 1 vagy 99
maradékot ad. Ezzel készen vagyunk. 1 pont

Osszesen: 7 pont
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