Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2011/2012

Matematika I. kategéria (SZAKKOZEPISKOLA)

Az 1. (iskolai) fordul6 feladatainak megoldasa

1. Oldja meg a valds szamok halmazan az
(x=3)' +(x-5)" =82
egyenletet!

1. megoldés:

Alkalmazzuk az
a=x-4
helyettesitést!

Ezzel az egyenlet a kovetkezd alakban irhato:

1) (a+1)' +(a—1) =82.

A hatvanyozas elvégzése és az 6sszevonasok utan a

2a* +124> +2=82,
majd rendezés utan az
(2) a*+6a>-40=0
egyenletet kapjuk.
Az y =a’ helyettesitéssel (2)-bol az
y>+6y-40=0
masodfoku egyenlet adodik, melynek gyokei
y, =4 ¢s y,=-10.
Az y=a’ miatt y, =-10 nem megoldas.

Az y =4-bdl pedig

vagy

Figyelembe véve, hogy a = x-4, az a, = 2-bdl kapjuk, hogy

X, =6,

tovabba a, =-2-bdl kapjuk, hogy

X, =2.

Az (x-3)' +(x-5)" =82 egyenlet gyokei tehat az x, =2 és x, =6 valos
szamok. Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ezek valdéban megoldasai

az egyenletnek.

Osszesen:

3 pont

2 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
10 pont



2. megoldés:
Eszrevessziik, hogy 3* +1* =82, ezért az egyenlet atirhat6 az

(x=3)" =3* [+ [x=5)* —1*|=0
alakba.
Az a* -b* = (a2 +bz)-(a2 —bz) azonossag alapjan az egyenlet

|(e=3)F +9] (e =3) =]+ |(x =5 +1]-[x =5 =1]=0
alakra hozhato, innen pedig a miiveletek elvégzésével az
(1) (x> —6x+18)- (x? —6x)+ (x> =10x+26)- (x> —=10x +24)=0
egyenletet kapjuk.
Mivel x* —6x=x-(x—-6) és x* —10x+24 =(x—6)-(x—4),
ezért (1)-bol

(x? —6x+18)-x - (x = 6)+ (x —6)- (x —4)- (x> —10x +26) =0,

majd az x -6 tényezd kiemelhetd.

2) (x—6)-(2x* —20x> +84x—104)=0.
A (2) egyenlet szerint

x—6=0,
vagy

2x° —20x° +84x-104=0.

Ha x-6=0, akkor x, =6, és ez az egyenlet egyik val6s megoldasa.
Ha
2x° —20x> +84x-104=0,
akkor egyszertisités utan
x3—10x2+42x—52:0’
ez pedig Gjabb szorzattd bontéds utan:

(3) (x—2)-(x* —8x+26)=0.
A (3) egyenletbdl

x=2=0
vagy

x*—8x+26=0.

Ha x-2=0, akkor x, =2, és ez megoldasa a kiindul6 egyenletnek.

Az x*-8x+26=0 masodfoki egyenletnek nincs valdos megoldasa, mert

az egyenlet diszkriminansa negativ. (D =64 —104 = -40)

Az (x-3)' +(x-5)" =82 egyenlet megoldasai tehat csak azx, =6 és x, =2
valos szamok, a gyokok helyességét behelyettesitéssel is ellendrizhetjik.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

1 pont
10 pont



2. Egy szamsorozatot a kovetkezd modon képeziink: legyen
a=1¢s a,=2,
a sorozat tovabbi tagjai pedig tegyenek eleget az
a,=a,, a,, -1 (n>2)
Osszefliggésnek.
Mennyi a sorozat elsé 2011 tagjanak az 6sszege?

Megoldés:
A rekurziv képletet atrendezhet;iik:

a,, = 1::“ (n > 2). I pont
Mivel a, =1 és a, =2, ezért
a sorozat tovabbi tagjai kiszamithatok,

a;,=3; a,=2; a; =1,

a,=1; a,=2; a;=3;, a,=2; a,,=1... 3 pont
Latjuk, hogy a sorozat periodikus, amelyben az

a,=la,=2a,=3;a,=2a,=1
szAmotos ismétlédik. 2 pont

Mivel 2011=402-5+1, ezért 402 teljes periodust kell 6sszeadni, valamint
a 403. periddus elsd tagjat:

Sy =402-(14+2+3+2+1)+1,

azaz

Sy =402-9+1=3619. 4 pont

Osszesen: 10 pont



3. Legyenek m és n pozitiv egész szamok. Igazolja, hogy
m_ m* +m-n+2n°

2 2
n m +m-n+n

’ . m
akkor és csak akkor igaz, ha == <3/2!
n

Megoldés:
a) Tegyiik fel, hogy teljesiil az

m_ m* +m-n+2n’

no om’+m-n+n’
egyenl6tlenség, és bizonyitsuk be, hogy ekkor £ <3/2 .
n

Ha ez teljesil az m ¢és n pozitiv egész szamokra, akkor az az
egyenldtlenség is igaz, amelyet ebbdl ekvivalens atalakitasokkal kapunk.

Az egyenlOtlenség n-(m2+m-n+n2) pozitiv szdmmal valé szorzasa
ekvivalens atalakitas, ezért

m’+m’>-n+m-n° <m’>-n+m-n°+2n°,

azaz
(1) m’ <2n®,
amibdl n>0 miatt

m 3
(2) —| <2

n
kovetkezik.

A kobgyokvonas ekvivalens atalakitas, ezért a (2) egyenl6tlenség

egyenértékil az
L)
n

egyenldtlenséggel, tehat feltevésiinkbdl kovetkezik.
b) Mivel atalakitasaink ekvivalensek voltak, a 1épések megfordithatok

¢€s igy
32
n
-bol kovetkezik az

m_ m* +m-n+2n’

2 2
n m +m-n+n

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont



egyenldtlenség, vagyis a megforditas is igaz. 3 pont
Ezért

m m’+m-n+2n°

2 2
n m +m-n+n

valoban akkor és csak akkor igaz, ha 2. 1 pont
n

Osszesen: 10 pont

I. megjegyzés: formailag egyszerlisithetd a szdmolds, ha a tortet
egyszertisitjiik m-n-nel, és bevezetjiik az ™ = x jelolést.

n
II. megjegyzés: egyik megolddsban sem haszndltuk ki, hogy m és n

pozitiv egész szamok, csak azt, hogy pozitivok, ezért a feladat allitasa
tetszlleges m €s n pozitiv szamokra teljesiil.



4. Egy R sugari korbe olyan trapézt irunk, amelynek oldalai

R; R; R; 2R hosszusagu hurok.

Az R hosszlsagu alaphoz tartozé rovidebb iv F felezdpontjabol
parhuzamosokat hlizunk a trapéz szaraival, ezek a kort masodszor a
G illetve a H pontokban metszik.

Bizonyitsa be, hogy a trapéz teriilete egyenlé az FGH haromszog

teruletével!

1. megoldés:

A feltételek alapjan készitiink egy abrat.

1. abra

A trapéz egyik oldala 4B =2R, ez az oldal a kor atmérdje, tehat az
AOD,DOC ¢és COB haromszogek R oldala egybevago, szabalyos
haromszogek. EbbdI a trapéz teriilete:

R

4

(1) ttrapéz :3

Az FO egyenes mind a DC, mind az ABszakaszok felezOmerdlegese,
ezért az abra szimmetrikus FO -ra, ezért az FGH haromszdg olyan
szimmetrikus haromszog, melynek tengelye FO = FL. Igy

(2) FGHZ =FHGZ

2 pont

1 pont



A feltétel szerint GF|AD, és HF|BC. Amde AD és BC szoge 60°, mert
AD|OC és BC||OD, és DOCZ = 60°.
Ez azt jelenti, hogy
GFHZ =60°
(2)-t figyelembe véve az FGH haromszog szabalyos. 2" pont

Jeloljiik oldalanak hosszat x-szel. FL szimmetriatengely, ezért egyben a
haromszog magassaga €s sulyvonala is, igy

_2x3

FO T 2" pont
amde ez éppen a kor sugara R, azaz
Ro2.X%3
3 2
amibdl
x=R+3. 1" pont
Ekkor FGH tertilete
trGH :—(R\/g)z \/g =
4
3) e Z%'RZ 3. 1 pont
Mivel (1) és (3) azonos értékli, ezért az allitast bizonyitottuk. 1 pont
Osszesen 10 pont
2.  megoldas
A trapéz teriilete az 1. megoldasban leirtak szerint
Cpapiz = 3° R:\E 2 pont

Az AGFD négyszogben AD|GF, tehat ez a négyszog egy korbe irt, azaz

szimmetrikus trapéz. DF szdrdnak hossza R sugaru korbe irt szabalyos
tizenkétszog egy oldala, melyet a DKF haromsz6gbdl szamolunk ki:

DF? = (5]2 +(R —R—ﬁjz )

2 2

hiszen FO felezia pc hurt, és FK =R —OK , ahol oK a szabalyos
haromszog magassaga. Innen

DF =Ry2-+3. I pont



Tovabba DFC. a szabalyos tizenkétszog egyik szoge, ezért

(12-2)-180°

DFC/ = =150°.

A szimmetria miatt DCF hdromszog alapon fekvo szogei egyenldk, ami
azt jelenti, hogy

180° —150°

FDC/=——""=15".
2
Ekkor
ADF/ = ADOZ +0ODC/ +FCDZ,
ADFZ/ =60° +60° +15°,
ADF/ =135°,
¢és

DFG~/ =180° —135°,
DFG/ =45". 2 pont

Huzzunk 1 -t D-bdl FG —re, talppontja T. A DTFharomszog szdgei
45°,90°, 45°, ezért

V2

TF = DFT . 1 pont

Ezzel megkapjuk a GF hosszat:
GF =AD +2TF,

GF:R+2%RM,
GF:R(Hmj
GF:R(1+\/3—2\/§+1)

9

GF=R(1+3-1),

GF =R+/3. 2 pont
Ekkor
(R+3)? 3
tFGH =
4
3 s
Ceon =—-R \/g
4 1 pont
Igy
tFGH = ttrapéz 1 ]Q Ont
Osszesen: 10 pont



I. _megjegyzés: 2* megkaphato igy is:
DAOZ = 60°
FGH/ =DAOZ =60°, (egyallast szogpar)
FHGZ =FGHZ =60°,
igy
GFHZ =60°.
II. megjegyzés: 2**+1** megkaphatd igy is:
GOH/ = 2GFH/, (kozépponti és keriileti szogek

kozti Osszefiigges)
mar megkaptuk, hogy
GFHZ =60°,
ezert
GOH/ =120°,
azaz
GOLZ =60°.
Tehat GOL haromszdg egy szabalyos haromszog fele.
x_R3
2 2
X = R\/g

ITI. megjegyzés: igazolhato, hogy a feladat allitasa akkor is fennall, ha
az F pont az R hossziusagu alaphoz tartoz6 hosszabb iv

felezdpontja.



5. Legyenek az a,b,c,d szémok egymastol és 0-tol kiilonbozo
szamjegyek.
Adja meg a lehetd legkevesebb szamu osztdval rendelkezd, tizes
szamrendszerbeli, N = abcd + dabc+ cdab+ beda alaku szamok koziil
a legnagyobbat!

Megoldas:

A szamelmélet alaptétele szerint minden 1-nél nagyobb tizes
szamrendszerbeli pozitiv egész M szam felirhatd

A

M :p]al 'pzaz et Dy
alakban, és ez a feliras a tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmil.
(ahol p, prim, o, € Z*)
Azt 1s tudjuk, hogy ekkor az M szam pozitiv osztdinak szama
dM)= (e, +1)-(a, +1)-...- (@, +1). 1 pont
A feladatban szerepld N szdm tizes szamrendszerbeli felirasabol kapjuk,
hogy:
N = (1000a +100b +10c +d) +(1000d +100a + 10b + ¢ )+
+(1000c +100d +10a + b) + (1000b +100c +10d +a)
(1) N=1111-(a+b+c+d)=11-101-(a+b+c+d),
ahol 11 és 101 primszdmok, és a+b+c+d<30=9+8+7+6. 3 pont
El6szor megallapitjuk ¢(N) minimalis értékét.
d(N) elsd két tényezbje (1+1), illetve (1+1), tehat d(N) vagy Ggy lehet
minimalis, hogy az egyik (1+1) tényezét (2 +1)-re valtoztatjuk, vagy ugy,
hogy az (1+1)-(1+1) szorzatot Gjabb (1+1) tényezdvel szorozzuk. 1 pont

a) Ha d(N,)=(2+1)-(1+1)=6, akkor a+b+c+d<30 miatt csak
atb+c+d=11  johet szdba. Ekkor N, =11"-101=12221. 2 pont
Ez megvaldsithato példaul az 5; 3; 2; 1 szdmnégyessel 1 pont

b) A d(N) a legkisebb eléallithatd osztoszam, hiszen
d(N,)=(1+1)-(1+1)-(1+1)=8>d(N,)=6
A feladat egyetlen megoldasa: N, =117 -101=12221 ) 2 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

Ha a versenyz6 csak a d(N;) osztdszamot vizsgalja, €s a feltételeknek

megfeleld N, =11-101-29 =32219szamot taldlja meg ,,legkisebbként”,

amely megvalosithatdé a 9;8;7;5 szdmnégyessel, az utolsé (2+1+2)

pontbol 6sszesen, maximum 2 pontot kaphat.

-10 -



6. Tegylink egy hagyomanyos 6ra minden szamjegyére egy-egy
korongot, tehat az 1-re egy darabot, a 2-re is egy darabot, és igy
tovabb, végiil a 12-re is egy darabot. Ezutdn egy 1épés a kovetkezot
jelenti: megfogunk két tetszéleges korongot, és az egyiket az
Ooramutatd jarasaval ellentétes irdnyban, a masikat pedig az
Ooramutatd jarasaval azonos irdnyban a szomszédjara attessziik.
Elérhetjiik-e véges sok ilyen lépéssel, hogy mind a 12 korong
ugyanazon a szamjegyen legyen?

Megoldas:
A korongok minden helyzetében rendeljiik hozzd a korongokhoz azt a
szamértéket, amelyik szamjegyen a korong éppen 4ll.

Kezdetben a korongok igy értelmezett 6sszértéke:
(1) 1+243+..+11+12="78.

Egy Iépés végrehajtdsa sordn haromféleképpen ,,valtozhat” a korongok
Osszértéke:

a) ha az egyik korongot a 12-esr6l az 1-esre tessziik, akkor a masikat
ellenkezd iranyban egy szamrol egy nala 1-gyel kisebb szamra kell
tenniink, igy akkor a korongok 0sszértéke 11+1=12-vel csokken

b) ha az egyik korongot a 1-esrdl az 12-esre tessziik, akkor a masikat
ellenkezd iranyban egy szamrdl egy nala 1-gyel nagyobb szamra
kell tenniink, igy a korongok osszértéke 11+1=12-vel nd.

c) Egyéb esetekben, ha az egyik korongot az dramutatd jarasdval
megegyezd iranyban helyezziik at, akkor értéke 1-gyel nd; de a
masik korong ilyenkor az oramutatod jarasaval ellenkezd iranyban
mozdul el, ezért értéke n-nel csokken. Ez azt jelenti, hogy a
korongok 0sszértéke nem valtozik. (Nem kell kiilon foglalkoznunk
azzal, hogy a két korong helyet cserél.)

Ez azt jelenti, hogy minden 1épés 12n-nel valtoztatja meg a kezdeti
értéket ne {~1,0, +1}.

Véges sok 1épés utan a valtozas 12b, ahol re Z.

Ha véges sok 1épés utan az Osszes korong az a szamon lenne, akkor a
korongok 6sszértéke ebben a helyzetben 124 volna, ahol a e {l, ......12}.

A kezdeti 0sszérték €s a végsd Osszértek kozott felirhatd a kapcesolat:

(2) 12a=78+12b.

A (2) egyenlet azonban nem teljesiilhet egyetlen ae N* €s szamparra
sem, mert (2) bal oldala oszthat6 12-vel, mig a jobb oldala nem, hiszen
78=6-12+6, vagyis 78 nem oszthato 12-vel.

Ez azt jelenti, hogy a korongoknak a feladat kovetelményeit kielégitd
elrendezése nem valdsithatdo meg véges sok 1épésben.
Osszesen:

-11 -

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont
1 pont

1 pont

2 pont
10 pont



