Oktatasi Hivatal

Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2011/2012
Matematika I. kategéria (SZAKKOZEPISKOLA)

2. fordulé - megoldasok

1. Az x valos szadmra teljesiil a
2-sin2x =2-sin’ x+cos2x-sin|x|
egyenldség. Milyen értékeket vehet fol cosx?

Megoldas:
a) Legyen x>0, ekkor az abszolut-érték definicidja szerint |x| = x, és igy
sin|x] =sin x. 1 pont
Ekkor cosx lehetséges értékeit a
(1) 2-sin2x = 2-sin’ x + cos2x -sin x
egyenldség alapjan keressiik.

A sin2x=2-sinx-cosx €S a cos2x=2-cos’x—1 trigonometrikus
azonossagok alkalmazasaval (1)-bol

(2) 4-sinx-cosx:2-sin3x+(2-cos2x—l)-sinx
adodik. I pont
Ha sinx =0, akkor teljesiil a (2) egyenldéség. Ekkor a sin’x+cos’x=1

azonossag alapjan a cosx =—1, vagy cosx =1 értékeket kapjuk. (x > 0) 1 pont

Ha sinx =0, akkor (2) mindkét oldalat oszthatjuk a sinx kifejezéssel,
amelybdl

4.cosx=2-sin*x+2-cos’x—1,
illetve sin” x =1-cos’ x miatt

3) 4-cosx:2-(1—cos2x)+2-cos2x—l
kovetkezik.
A (3) egyenletbdl rendezéssel azt kapjuk, hogy

1
cosx =2 (x>0).
Mivel az f(x)=cosx fliggvény értékkészlete [-1,+1], ezérta cosx=1, a
r 1 14 14 r r
cosx=-1,€s a cosx = " valéban megoldéasok (végtelen sok nem negativ

x -re ezeket az értékeket fel is veszik). 1 pont



b) Ha x <0, akkor |x|=—x, igy sin|x|=sin(-x), és a sin(- x)=—sin x
trigonometrikus azonossag miatt
sin|x| =—sinx. 1 pont

Eszerint cosx lehetséges értékeit a

4) 2-sin2x =2-sin’ x — cos2x-sinx

egyenldség alapjan keressiik.

Ismét alkalmazzuk a sin 2x = 2-sin x-cosx €és a cos2x =2-cos” x—1

azonossagokat, ezért (4)-bol

(5) 4-sinx-cosx:2-sin3x—(2-cos2x—1)-sinx

kovetkezik. 1 pont

Ez teljestil sinx=0-ra, és ebbdl ismét a cosx=-1, illetve cosx=1

értékeket kapjuk. (x<0)

Ha pedig sinx = 0, akkor (5) mindkét oldalat osztjuk sinx -szel, ebbdl
4.cosx=2-sin*x—2-cos’x+1,

illetve sin? x =1—cos® x miatt a

(6) 4-cosx =2-(I—cos” x)—2-cos’ x +1

egyenletet kapjuk. 1 pont
(6)-bdl rendezés utdn

(7) 4-cos? x+4-cosx—3=0

kovetkezik.

A cosx -ben masodfokt (7) egyenlet megoldasai

| 3
COsSx =— €S cosx =——.
2 2

1 pont
A cosx :% egyenlet végtelen sok negativ valds x-re teljesiil, a cosx = —%
egyenlet azonban egyetlen valos szdmra sem, tehat az utébbi nem
megoldas. 1 pont
c) Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, és azt kaptuk, hogy a
kiindul6 egyenletben cosx lehetséges értékei:

cosx=—1,ha xeR; cosx:%, ha xeR\R"; cosx:%, ha x eR ¢s,

cosx=1,ha xeR 1 pont

Osszesen: 10 pont



2. A3p-x+12¢-y+121=0 egyenletii egyenes érinti a 4)° = x egyenletii
parabolat, ahol p és ¢ pozitiv primszamok.
Hatarozza meg az egyenes ¢s a parabola érintési pontjanak
koordinatait!

Megoldas:

A 4y* =x egyenletbdl x>0 kovetkezik. 1 pont

A feltétel szerint 3p-x+12¢g-y+121=0 egyenesnek és a 4y’ =x
parabolanak egyetlen k6z0s pontja van, ezért a két alakzat egyenleteibdl
allo egyenletrendszernek egy megoldasa van, és a kapott (x,y) értékek az

érintési pont koordinatdi. Az egyenletrendszer megoldasat a parabola
egyenletének az egyenes egyenletébe vald helyettesitésével szamitjuk:

3p(4y? )+12gy+121=0
(1) 12:p-y*+12-q-y+121=0. 1 pont

Az (1) egyenlet az y valtozéban masodfokl, hiszen a feltételek miatt
p>0. A masodfokll egyenletnek akkor van egy megolddsa, ha az

egyenlet diszkrimindnsa zérus, azaz 1 pont
144-4° -4-12-p-121=0,
amelybdl
(2) 3-q°=11"-p
kovetkezik. 1 pont
(2) szerint 3|11%- p, de mivel 3 és 11 relativ primek, ezért sziikségképpen
3| p, mivel pedig p pozitiv prim, ez csakis ugy lehetséges, ha
p=3. 1 pont
Ebbdl (2) alapjan
q2 — 1 12
kovetkezik, és mivel ¢ is pozitiv prim, ezért
g=11. 1 pont

A kapott eredményt (1)-be behelyettesitve a
36-y* +132-y+121=0,
vagyis
(6y+11)* =0
egyenlet adodik, amibdl
6-y+11=0,
azaz



YT 1 pont
fgy 4y* = x alapjan
121
vt
9
kovetkezik, és ez megfelel az x >0 feltételnek. 1 pont

A 3p-x+12q-y+121=0 egyenes €s a 4y* = x parabola kozds pontja tehat
az
(21
9 6

A p=3ésa qg=11 értekek mellett a szerepld egyenes egyenlete:

pont. 1 pont

9-x+132-y+121=0.
Lathato, hogy az egyenes nem parhuzamos a koordinata-rendszer x

tengelyével, azaz a parabola tengelyével, vagyis a kapott E(%—%}

kozos pont az egyenesnek €s a parabolanak nem metszéspontja, hanem
valoban érintési pontja, mint ahogy az 1. abra mutatja. 1* pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: az 1* pontot akkor is megkapja a versenyzd, ha az ehhez

tartoz6 magyarazatot az 1. dbra nélkiil adja meg.

121 1

9’ 6

1. abra



3. Adott az ¢ egyenes, és adottak az ¢ egyenesen az 4;B;C pontok ebben a

sorrendben. Legyen a B ponton athalado, a B4 és BC félegyenesektol
kiillonbo6z6 félegyenes tetszoleges pontja P. Az ABP és BCP haromszogek
koré irhato korok kozéppontjat jelolje rendre £ és D.

Hatarozza meg a DE tavolsagot, ha adott az AC=d szakasz és a
derékszognél kisebb PBC/ = a szog!

Megoldas:

A feltételeknek megfeleld abrat készitettiink (2. dbra), ezen az 4B
szakasz felez6pontjat F -fel, a BC szakasz felezOpontjat K -val jeloltiik.

H —“ D
A F ‘B K f;C
2. abra I pont
Mivel
=48 ¢ Bk = ﬁ,
2 2
ezeért
FK = KF = AB+ BC :AC’
2 2
€s igy AC =4 miatt
d
KF =2 1 pont

Nyilvanvald, hogy az FésK pontokban az e egyenesre rajzolt
merdlegesek rendre 4dthaladnak a korok E és D kdzéppontjain.

Huzzunk merdlegest a D pontbol az EF egyenesre, igy kapjuk a H
pontot (lasd a 2. &bra).
Az FKDH négyszog téglalap, ezért



DH:KF:% 2 pont

A korok kozéppontjait 6sszekoté DE szakasz merdleges az e egyenessel
a szoget bezar6 BP félegyenesre, (0°<a<90°), mivel DE
szimmetriatengely. 1 pont

Legyen DE és BP metszéspontja G. A BGEF négyszog hurnégyszog,
mert két szemkozti szoge (FZésGs) derékszog, tehat a masik két
szemkozti szog Osszege is 180°. Ebbdl kovetkezik, hogy

GEF/Z=a.. 2* pont
A DEH héaromszog derékszogli, amelyben
DEH/Z =GEFZ =a,

ezeért
) D
sin@ =——,
D
azaz
H
DE = D .
SIn @

innen pedig DH :% felhasznalasaval

pE=—%
2-sina
A feladatban szerel6 két kor kozéppontjdnak tavolsaga tehat
d
DE = .
2-sina 3 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: a 2* pontbeli allitast indokolhatja a versenyz6 ugy is, hogy
GEF/ ¢€s PBC/ 1 -szaru hegyesszogpar,
(GE L BP és EF L BC), igy

GEF£=PBCZL=q.



4. Oldja meg a valds szamok halmazan a

( 3+\/§]x +( 3—J§jx _34
egyenletet!
Megoldas:

Az egyenletben a négyzetgyokjelek alatt mindenhol pozitiv szdmok

allnak, hiszen 3++/8 > 0 nyilvanvaldan igaz, illetve a

négyzetgyokfiiggvény szigortan monoton novekvd tulajdonsaga miatt

3-+/8 =+/9—/8 > 0 is teljesiil, tehat mindeniitt értelmezettek és pozitivak

az alapok. 1 pont
Keressiink kapcsolatot az els6 €s a masodik tag alapjai kozott!

Szorozzuk 0Ossze az egyenletben szerepld exponencialis kifejezések
alapszamait, (a miivelet végrehajtasa soran alkalmazzuk a négyzetgyok

azonossagat és az (a +b)-(a—b)=a” —b* algebrai azonossagot):

(1) V3++8 3-8 =3++8)-3-8)=+0-8 =1.

Ezért

1
3448 2 pont

azaz egyenletiink:

( 3+\/§)x+{ . lﬁ]x =34

alakban is irhato.
Vezessiik be a ( 3 +\/§)x =y jelolést! (y>0)
Az eredeti egyenlettel ekvivalens az

y+l:34
y

b

amely atalakitva:



(2) y2=34y+1=0
kovetkezik, ami szintén ekvivalens atalakitas y >0 miatt.
A (2) egyenlet megoldésai

y, =17+12:42 és y, =17-12-4/2.

x meghatdrozasahoz hozzuk mas alakra y, -et és y, -t!

1 pont

1 pont

A kapott pozitiv valdés szdmok mindegyike teljes négyzet, mégpedig

17+12-42 =(3+2.42f
és
2
17-12-42=(3-2-42/.
Eszerint felhaszndlva y jelentését y,-bol

(mjx :(3+2-\/§)2,
(8] =48

ahonnan

érteket kapjuk.
Hasonlodan y, -bol

ahonnan
érteket kapjuk.

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, a kapott gyokok
x, =4,€6s x,=—4.

tehat valoban megoldasai az eredeti egyenletnek.

2 pont

1 pont

1 pont

) 1 pont
Osszesen: 10 pont



5. Az ABCD négyszog hurnégyszog. Az ABC haromszog magassagpontja
legyen M,, az A4BD haromszogé pedig M.
Bizonyitsa be, hogy
M\M,|CD !

1. Megoldas:

Megoldasunkban felhaszndljuk azt a minden hdromszogre érvényes tételt,
amely szerint a hdromszog korilirt korének kozéppontja feleakkora
tdvolsagra van egy oldaltdl, mint a haromsz6g magassagpontja az
oldallal szemkozti csucstol.

2* pont
3. dbra
A 3. 4bran F, és F, a BC és BD szakaszok felezGpontjai. 1 pont
Az FF, a BCD haromszog kozépvonala, és ezért
(1) CD| FF,. 1 pont

Jelolje az ABCD négyszog koriilirt korének kozéppontjat O, ez egyben az
ABC ¢és az ABD haromszogek koriilirt korének is kozéppontja.

Alkalmazzuk az elérebocsatott tételt az 4BC haromszogre, ezért

AM,
OF =21

2) z,



€s
€) AM, [OF,
(mindketté a BC egyenesre merdleges).

Hasonl6an az 4BD haromszogbdl

AM
(4) OF, = 2 ’
2
€s
(5) AM, |OF,
(mindketté a BD egyenesre merdleges). 2 pont

. b r .o 14 .o 14 1 14
Kicsinyitstik az 4M M, haromszdget az 4 pontbol 5 aranyban, akkor az

igy létrejové 4APQ haromszog oldalaira

(6) PO|M M, ;
Tovabba:
ap_AML
2

¢s (2) valamint (3) felhasznalasaval

(7) AP =OF, és AP|OF,, (mivel APés AM, egyenese azonos).
Hasonlodan:
AM
AQ =202
Q 2

¢s (4) valamint (5) miatt
(8) AQ=O0F, ¢ AQ|OF,, (mivel AQés AM, egyenese azonos). ) pont
(7)-bol és (8)-bbl az kovetkezik, hogy
F,OF,/ =PAQZ,
hiszen egyallast szogpar, ekkor viszont az F,FO €és QPA haromszdogek
egybevagbdsagara kovetkeztethetiink, amibdl
F,FOZ =QPAZ
adodik, és ezzel egyiitt
) FF, H PQ . 1 pont
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Eredményeinket Gsszevetve:

(1)-bol CD| FF,,
(9)-bél FFE | PQ ,
(6)-bol PO| MM, ,
tehat
CD|MM,,

¢s ezt akartuk bizonyitani.

Osszesen:

Megjegyzés:

a) A kitlizott feladat allitdsanal tobb is bizonyithatd, hiszen a fentiek
alapjan nyilvanvald, hogy M M, = CD 1is fennall.

b) A 2* pontot akkor kapja meg a versenyzd, ha bizonyitja az ide
tartozo tételt, vagy ha helyesen hivatkozik a tételre €s pontosan
megjeloli a tétel forrasat (pl. Geometriai feladatok gylijteménye
I., 551. feladat, vagy Matematikai gyakorlod feladatgytiijtemény III.
kotet 2339-es feladat). Ha helyesen hivatkozik a tételre, de nem
jeloli meg a tétel forrasat, akkor erre a részre 1 pontot kap, ha pedig
a tételre sem hivatkozik, akkor erre a részre 0 pontot kap.

-11 -

1 pont
10 pont



2. Megoldas:

2* pont
Ebben a megoldédsban azt az ismert, és minden haromszdgre érvényes
tételt hasznaljuk fel, hogy a haromszog magassagpontjanak az oldalakra
vonatkozo6 tliikorképei a koriilirt kron vannak.
4. dbra
1 pont

Az abrén az M, és M, pontoknak az 4B oldalegyenesre vonatkozd
tilkorképeit M ,'-vel és M,'-vel jeldltiik, és az eldre bocsatott tétel miatt
M," és M," illeszkedik a haromszog koriilirt korére.

A tiikrozés miatt az M M,'M,M,' négyszdg szimmetrikus trapéz,
amelynek szimmetriatengelye az 4B oldal egyenese.

) 1 pont
Az 4B szimmetriatengelyre merdleges M, M,' egyenes nyilvanvaléan P

tartalmazza az 4BCD négyszog C csucsat, az M, M,' egyenessel
parhuzamos M,M,' egyenesre pedig illeszkedik a négyszog D csucsa.

Az M,M,'M,M, szimmetrikus trapézban az M M, és az M,'M," 4tlok | Ppont
azonos nagysagu szogeket zarnak be az M, M,' alappal, ezért

(1) M,MM,'Z=M,'M,'M, 2.

-12-



Az M,'CDM ' négyszdg csucsai az ABCD hurnégyszog koriilirt korére
illeszkednek, és az M,'CDM,' négyszdgben M,'C| DM,', (mert mindkettd 2 pont
1 AB-re) tehat ez a négyszog hartrapéz. Ebben a hurtrapézban az M,'C

alapon fekvo szogek egyenldk, igy

(2) M,'M,'CZ=DCM,'Z.
(1) és (2) bsszevetésébol M,MM,"Z=M,'M,'M, L= 2 pont
€s
=M,'M,'C£=DCM,'Z,
igy
M,MM,'Z=DCM,' Z . 1 pont
10 pont

Ez pedig azt jelenti, hogy M M, szakasz parhuzamos a CD szakasszal, és
éppen ezt akartuk bizonyitani.
Osszesen:

Megjegyzés:

a) A kitlizott feladat allitdsdnal tobb is bizonyithato, hiszen a fentiek
alapjan nyilvanvald, hogy M M, = CD 1is fennall.

b) A 2* pontot akkor kapja meg a versenyzd, ha bizonyitja az ide
tartozo tételt, vagy ha helyesen hivatkozik a tételre €s pontosan
megjeloli a tétel forrasat (pl. Geometriai feladatok gylijteménye
I., 1079. feladat, vagy Matematikai gyakorlo feladatgy(ijtemény II1.
kotet 999-es feladat). Ha helyesen hivatkozik a tételre, de nem
jeloli meg a tétel forrasat, akkor erre a részre 1 pontot kap, ha
pedig a tételre sem hivatkozik, akkor erre a részre 0 pontot kap.
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3. Megoldas:

Ebben megoldasban a bizonyitast vektorok segitségével fogjuk 2* pont
végrehajtani. Felhasznaljuk azt tételt, hogy ha egy haromszog koriilirt
korének kozéppontjdbol a haromszog cslcsaiba mutatd vektorokat,
osszeadjuk, akkor az 6sszegvektor a haromszdg magassagpontjaba mutat.

5. abra

Legyenek a hurnégyszog koriilirt korének O koézéppontjabdl az 4BCD
hirnégyszog cstucsaiba mutato vektorok rendre a@;b;¢;d . 1 pont

A felhasznalt tétel szerint az a;b;¢ vektorok 0sszege az ABC haromszog
magassagpontjaba mutat, azaz

B ——

(1) i+b+c=0M,,
€s
() a+b+d =0M, .

2 pont
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Vegylik az (1) és (2 ) vektoregyenletek kiilonbségét:
(3) ¢—d=0M,-OM, . 2 pont

A (3) bal oldalan szereplé ¢ —d vektor a D csucsbdl a € cstcsba mutatd

iranyitott szakasz. 1 pont
A (3) bal oldalan szereplé OM, —OM, vektor az M, magassagpontbdl az
M, magassagpontba mutato iranyitott szakasz. 1 pont
A (3) egyenldség azt mutatja, hogy a két vektor egyenese parhuzamos,
vagyis M,M,|CD valoban teljesiil. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:

a) A kitlizott feladat allitdsdnal tobb is bizonyithato, hiszen a fentiek
alapjan nyilvanvald, hogy M M, = CD 1is fennall.

b) A 2* pontot akkor kapja meg a versenyzd, ha bizonyitja az ide
tartozo tételt, vagy ha helyesen hivatkozik a tételre €s pontosan
megjeloli a tétel forrasat (pl. Reiman Istvan: Matematika, 283. o.,
vagy Matematikai gyakorlo feladatgyljtemény III. kotet 2307-es
feladat). Ha helyesen hivatkozik a tételre, de nem jeloli meg a tétel
forrasat, akkor erre a részre 1 pontot kap, ha pedig a tételre sem
hivatkozik, akkor erre a részre 0 pontot kap.
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