Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2011-2012. tanévi masodik forduléjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. A porzitiv egész n szam osztoit nagysag szerint novekedve felirtuk, az elso volt az
1. A sorrendben a hatodik lett a 35. Keressiik meg azt a legkisebb n értéket, amire ezek
teljesiilnek.

Megoldas: Legyen az elsé hat oszté 1 = dy < dy < d3 < dy < ds < dg = 35. Mivel
35 =5-7, ezért az n szdm osztdja az 5 és a 7. Ha dy = 2, akkor 10 és 14 is n osztdja.
Ekkor az 1, 2, 5, 7, 10, 14 mind oszték, ez pedig hat darab 35-nél kisebb oszté. Ugyanigy,
ha dy = 3, akkor az 1, 3, 5, 7, 15, 21 is oszték. Azt kaptuk, hogy n-nek nem lehet 2-vel,
vagy 3-mal oszthatd osztdja. 3 pont

Most mar tudjuk, hogy dy = 5, d3 = 7. dy és ds vagy 7-nél nagyobb, 35-nél kisebb
prim, vagy olyan osszetett, melynek minden primtényezdje legaldbb 5. Ez utébbi csak a

25 lehet. 2 pont
A legkisebb n szamot keressiik. Ha a két legkisebb prim lesz a hianyzo két oszto, akkor
n az b, 7, 11, 13 szamok legkisebb kozos tobbese, ami az 5005. 1 pont
Ha a két hianyzo oszto koziil az egyik a 25, a masik a 11, akkor n a 25, 7, 11 szamok
legkisebb kozos tobbese, ami az 1925. 1 pont

A keresett n szdm az 1925. .
Osszesen: 7 pont

2. Oldjuk meg a valés szamok halmazan az aldbbi egyenletrendszert:

(1) cos*(z —y) —sin®*(x +y) =1

(2) Ty = 277,

Megoldas: Mivel 0 < cos?(z —y) < 1és 0 <sin?*(z+y) < 1, igy az (1) egyenlet csak
akkor teljesiilhet, ha | cos?(z — y)| = 1 és sin?(z + y) = 0. 2 pont

1. eset: cos’(z —y) = —1, ekkor x —y = 7 + 2km, ahol k egész. Mivel sin®(x +y) = 0,
ebbdl x + y = nm, ahol n egész. Ebbol z-et és y-t kifejezve:

x:g(2k+n+1), yz%(n—%’—l)

Irjuk be ezeket a (2) egyenletbe:

2
o2 = Wz(n2 — (2k+1)?), azaz 8=n?— (2k+1)



Ha 8 = n? — b?, ahol n, b = 2k + 1 egészek, akkor 8 = (n — b)(n + b) ahol n — b és
n + b paritdsa azonos, igy a lehetséges (n — b;n + b) parok: (-4;-2), (-2;-4), (2;4) és (4;2).
Ezekbdl az (n;b) parok

(3) (=31 (=3-1) (331 -1
Ebbél megkapjuk a megfelel n és k értékeket, felirhatjuk az (z;y) megoldaspéarokat:
(=m =2m), (=2m—m), (m2m), (2m;m).

3 pont
2. eset: cos’(z —y) = 1, ekkor x — y = 2Ir, ahol | egész. = + y = nm, ahol n egész.
Ebbdl x-et és y-t kifejezve:

xr = g(2l+n), Yy = g(n—QZ)

Irjuk be ezeket a (2) egyenletbe:

2
2m% = %(nQ —41%), azaz 8=n’— (21)?

Most 8 = n? — b?, ahol n, b = 2l egészek. Az 1. eset vizsgdlatakor kideriilt, hogy ennek
megoldédsaként (3)-ban b minden lehetséges értéke paratlan. Masrészt most b = 21, tehét
b paros. Egyszerre nem lehet b paros is, paratlan is, ebben az esetben nincs megoldas.
. 2 pont
Osszesen: 7 pont

Indulhatunk a kovetkezé médon is. Az (1) egyenletben hasznaljuk ki, hogy
1 — cos?(z — y) = sin’(z — y),
igy
0 > —sin®(z + y) = sin®*(z — y) > 0.

Ebbdl azt kapjuk, hogy x +y = Im és x — y = mm, ahol | és m egészek. Innen a fenti
megoldashoz hasonléan zarhatjuk le a feladatot.

3. Az ABC héaromszoghben BAC/ = 94°, ACB/ = 39°. Igazoljuk, hogy a hiromszog
oldalaira fennall:

BC? = AC? + AC - AB.

Megoldas: A haromszog harmadik szoge ABC'/ = 47°. Az A csucsndl levo szog a B
csucsnal levo szog kétszerese. 1 pont
Az AC oldal A-n tili meghosszabbitasan vegyiik fel a D pontot gy, hogy AD = AB
teljesiiljon. Ekkor az egyenlészari ADB haromszog A-nal levo kiilsé szoge 94°, a BD
alapon fekvd szogek tehat 47°-osak. 2 pont



B C

Az ABC és a BDC haromszogek ezek szerint hasonldk, hiszen C-nél leve szogiik kozos,
¢és mindkettoben van 47°-o0s szog. 2 pont
A megfelelé oldalak ardnyait felirva: BC : DC = AC : BC, amib8l BC? = AC - DC.
Mivel DC' = AC+AB, ezért ezt behelyettesitve éppen a bizonyitando osszefiiggést kapjuk,
azaz BC? = AC? + AC - AB. 2 pont

Osszesen: 7 pont

4. Oldjuk meg a valds szamok korében:

ry—1l+yver—1=uxy.

Megoldas: A gyokjelek miatt x > 1 ésy > 1. 1 pont
Ezek szerint xy nem lehet 0, elosztjuk az egyenlet mindkét oldalat xy-nal.
—1 —1
vy-1 ve-1_,
Yy x

Vizsgaljuk most kiilon a bal oldal els6 tagjat:

Vi—1 _ 1(1_1

y Yy Yy

Alkalmazzuk a szamtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget az i és (1 — i)

szamokra:
1 ( 1) 1
1=} <=
Yy (0 2
4 pont

Ugyanez igaz a bal oldal masik tagjara is, igy egyenletiink csak akkor teljestilhet, ha a
szamtani és mértani kozepek kozott pont egyenloség teljesiil, azaz

(-

Ebbol y = 2 és ugyanigy = = 2. . 2 pont
Osszesen: 7 pont



