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A donts feladatainak megoldasai

1. feladat.

Legyen n > 3. Az n tagot szamlalé Hazugok Klubjaban mindenkit megkérdeziink,
hany olyan tagja van a klubnak (sajat magéan kiviil), aki vele azonos évben sziiletett.
A klubtagok mind hamis adatokat akarnak koézolni ugy, hogy valamilyen sorrendben a
0,1,...,n — 1 valaszokat adjdk meg. A tényleges sziiletési évszamokrol mi csak annyit
tudunk, hogy nem mind kiilénb6z6k, de nem is mind azonosak. Milyen n értékekre lehetiink
biztosak abban, hogy a klubtagok el tudjak érni a céljukat?

Megoldas: Legyen n Osszetett szdm, n = rs, ahol r > 1, s > 1. Ekkor el6fordulhat, hogy
r kiiléonbo6z§ évben sziilettek, és minden ilyen évben s klubtag sziiletett. Ilyen esetben
mindenkinél s — 1 lenne a kérdésre az igaz valasz, amit valakinek mondania kell, vagyis
ekkor nem tudnak mind hamis adatokat kozolni.

Ha viszont n prim, akkor biztosan el tudjak érni a céljukat. ElGszor belatjuk, nem
fordulhat el6, hogy minden klubtagnal ugyanaz a t szam lenne a helyes vélasz. Ekkor
ugyanis a klubtagok valahany ¢ + 1-es csoportot alkotnanak, ahol egy-egy csoporton beliil
vannak az azonos évben sziiletettek. Ha az ilyen csoportok szama m, akkor n = (t + 1)m,
azaz n prim volta miatt t+1 =1 vagy t +1 = n. Az els6 feltétel azonban azt jelenti, hogy
minden sziiletési évszam kiilonbo6z6, a masodik pedig azt, hogy mindegyik azonos, ezeket
a lehetGségeket viszont kizartuk.

Legyen 0 < t; <ty < ... < tp < n—1 a kérdésre a klubtagok altal adhato Osszes
igaz valasz, és legyen H,; azon klubtagok halmaza, akiknél az igaz valasz éppen t; lenne
(1t =1,2,...,k). Megmutattuk, hogy k > 1. Azt kell biztositani, hogy H; tagjai ne t;-t
valaszoljanak. Ennek érdekében H; egy kiszemelt tagja mondjon to-t, Ho egy kiszemelt
tagja mondjon t3-at stb., és végiil Hy egy kiszemelt tagja mondjon t1-et. A tobbiek pedig
a fennmarad6 n — k darab 0 és n — 1 kozti szamot maguk kozt tetszdlegesen szétosztva
valaszolhatnak.

2. feladat

Legyen B az AC szakasz belsé pontja. Rajzoljuk meg a ki és a ko félkort az AB, il-
letve az AC' szakaszra mint atmérére ugyanabban a félsikban. A BC' szakaszra mint alapra
allitsunk olyan BCD egyenlé szarti haromszoget, amelynek a D csiicsa ko-re illeszkedik.
Legyen K annak a kornek a kozéppontja, amely érinti ki-et, ko-t és a BD szakaszt. Iga-
zoljuk, hogy K B merdleges AC-re.

Megoldas: Jelolje k a szoban forgo kort. Tekintsiik ehelyett azt a k' kort, amely érinti
ki-et és ko-t, és amelynek K’ kozéppontja az AC-re B-ben allitott merdlegesen van. Azt
akarjuk majd belatni, hogy k' =k és K' = K.

El6szor meghatarozzuk a k' kor r sugarat. Legyen m = BK'. Az AB szakasz hosszat
jeloljiik 2a-val, BC hosszat 2b-vel. Ekkor k; sugara a, ko-é a + b, tovabba a K; és K,
kozéppontokra K1 Ky =b, KoB =|a—b|, KiK' =a+ 1, KoK’ = a+ b — r érvényes.
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A a K; b K, B 2b C

A K1BK' és Ko BK' derékszogli haromszogekre a Pitagorasz-tételbsl

m? = (a+7r)% — a® = 2ar + r?,
illetve m? = (a+b—r)?—|a—b|*> =r*—2ar — 2br + 4ab.
Innen 2ar 4+ 12 = r? — 2ar — 2br + 4ab,
2ab
r= .
2a+b

Huzzunk ezutan érint6t a B pontbol a k' korhoz, jelolje BE azt az érintGszakaszt,
amely a BK' egyenesnek a ki-et nem tartalmazo félsikjaban van. A BEK' derékszogt
haromszogbd6l meghatarozzuk o = EBK'< tangensének négyzetét:

r? r2 r b

t2 = = = — = .
&« m2—r2 2ar 2a 2a+0b

Tekintsiik a BC'D egyenls szart haromszog h = DF magassagat, illetve a szérak és a
magassag kozti § = BDF< szoget.

K, D

A a K, a BDbF bc

Az ACD derékszogii haromszogben a magassagtétel alapjan

h% = (2a +b) - b,
b2 b
20 —
ahonnan tg“f = Ehaicy

Igy @ = B. Miutan a BK’ és DF szogszarak parhuzamosak, az EBK'< és BDF<
szogeknek valtoszogeknek kell lenniiik, ezért E illeszkedik BD-re. A k' kor tehat érinti
a BD szakaszt is, azaz k' = k és K' = K, amivel az allitast belattuk.
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3. feladat
Legyen 2 = p; < py < ... a pozitiv primszamok sorozata és f(k,n) Z {m /pk/pJJ

j=1
Bizonyitsuk be, hogy barmely M > 0 egészhez pontosan egy olyan (k,n) pozitiv egész
szampar létezik, amelyre f(k,n) = M.
(A képletben |z] az z szém also egészrészét > pedig a megadott indexekre torténd

Osszegzést jelenti, tehat pl. f(2,1) = |1-1/3/2]+[1-4/3 = 2 (az Osszeg tObbi tagja 0). )

Megoldas: Tekintsiik az 6sszes t2q alakia szamot, ahol ¢t > 0 egész és ¢ > 0 primszam,
és rendezziik ezeket novekvs sorrendben egy a1 < as < ... < ap < ... végtelen sorozatba
(a1 =1%2-2=2,a=12-3=3,a3=12-5=5,a4=12-T=7, a5 = 22-2 = 8 sth.). Az
a;-ben szerepld (egyértelmiien meghatarozott) négyzetszdmot, illetve primszéamot jeldlje 2,
illetve ¢;, azaz a; = t2q;. (Természetesen egy adott négyzetszam, illetve primszam végtelen

sokszor lesz t2, illetve ¢;.)
oo

Legyen S; = Z {\/t%qi /ij. Ezzel a feladatban szerepld Gsszes f(k,n) Osszeget
j=1
felirtuk (kicsit mas jeloléssel), és azt kell belatni, hogy S; minden pozitiv egész értéket
pontosan egyszer vesz fel. Azt fogjuk megmutatni teljes indukcioval, hogy S; = 7.
Nyilvén S, = f(l 1) 1. Ezutan elég azt igazolni hogy S@+1 = 1 + S;. Ehhez

c stz

= L\/ti qi/ij, illetve ¢; = b /ti+1qi+1/ij. Mivel a szamlaloban a;, illetve a; 4 szerepel,
és a; < ajy1, ezért nyilvan b; < ¢;. Vizsgaljuk meg, mikor fordul els, hogy b; < ¢;. Ez
pontosan akkor teljesiil, ha van olyan d > 0 egész szam, amelyre

20, t2,1qi
84 _ g ol (1)
Dy Dj
azaz
42 d2 . < 2 . — .
a; =t7q; < d'pj < i1 1Qi+1 = Qi1 -

Az a; sorozat definici6ja alapjan ez azt jelenti, hogy d*p; = t?ﬂqi“ = Q;4+1, vagyis d = t;41
€s pj = Qiy1- Igy pontosan egy olyan j lesz, amelyre bj < cj, és ekkor ¢; = 1+ b;, hiszen
(1) ekkor is csak egyetlen d-vel teljesiil. Az Gsszes tobbi j-re pedig b; = ¢;, vagyis valéban
Siy1 =1+ 5;.



