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MATEMATIKA, III. kategoéria
a gimnaziumok specialis matematikai osztalyainak tanul6i részére

Az els6 fordulé feladatainak megoldasai

Keérjiik a javito tanarokat, hogy a feladatok javitasakor vegyék figyelembe a versenyzsk
szamara kiadott tajékoztatot. Kiilon is felhivjuk szives figyelmiiket arra, hogy minden fel-
adatra csak egy helyes megoldésért jar a megfelel6 pontszam. Kérjiik, hogy a dolgozatokon
konkrétan jelezzék a hibdkat és az egyes feladatokra adott pontszamot, a dolgozat kijavi-
tasa utan pedig toltsék ki a dolgozathoz mellékelt értékels lap rovatait. A dolgozatokat
nem kell osztalyzattal mindsiteni. A pontszamok indokolt esetben bonthatok.

A TII. kategoéridban versenyzé tanulok dolgozatait 13 ponttol kell tovabbkiildeni az
iskolakbol, kozvetleniil az OKTV Matematika III., Oktatasi Hivatal, 1363 Budapest,
Pf. 19. cimre. A feltételeknek megfelels dolgozatok koziil azonban csak azok kiildhetsk
tovabb, amelyek tartalmazzak legalabb két feladat lényegében teljes (5-7 pontos) meg-
oldasat. Tajékoztatasul megjegyezziik, hogy a versenykiiras alapjan a Versenybizottsag
legfeljebb 50 versenyz&t juttathat be a dontébe.

A pontozasi dtmutatéban nem szereplé més helyes megoldas vagy megoldasrészlet
esetén az aranyos pontszamot sziveskedjenek megadni.

Budapest, 2011. december A versenybizottsag

1. feladat
Adott harom, nem egy egyenesbe esé pont, A, B és C. Hol helyezkednek el a térben
azok a P pontok, amelyekre AB? + PC? = BC? + PA? = CA% + PB??

Els6 megoldas: A tér egy P pontja pontosan akkor felel meg, ha a P-bél az A, B és
C pontok S sikjara allitott meréleges () talppontja is megfelel, hiszen ()-hoz képest P
esetében mindharom 6sszeg PQ?-tel né. Igy a tovabbiakban elegends az S-beli @ pontok
keresésére szoritkoznunk. (2 pont)
Legyenek rendre a, b és ¢ az S sik valamely @) pontjabol az A, B, illetve C pontokba
mutat6 vektorok. Irjuk fel a feltétel elsé egyenldségét a skalaris szorzat segitségével:

(b—a)?+c?=(c—b)?+a’ (1 pont)
A miiveleteket elvégezve és rendezve ab = cb adodik. (1 pont)
Innen (a —c)b =0, azaz AC L QB. (1 pont)

Igy a feltétel elsé egyenlGsége azzal ekvivalens, hogy @ az ABC haromszég B-bol
indulé magassagvonalan helyezkedik el. A feltétel tovabbi részébdl ugyanigy kapjuk, hogy
@ mindegyik magassédgvonalon rajta van, azaz ) az ABC' haromszog magassagpontja.
A megoldés elején tett megjegyzés alapjan a keresett térbeli pontok az S-re az ABC
haromszog magassagpontjaban allitott merdleges egyenes pontjai. (2 pont)
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Masodik megoldas: Az els§ megoldas elején latott meggondolés alapjan most is csak az
S-beli pontokra szoritkozunk. (2 pont)

Legyen @Q a koordinata-rendszer kezdSpontja, és az A, B, illetve C pontok koordinatai
rendre A = (a1,as), B = (b1, b)), illetve C' = (c1,c2). Irjuk fel a feltétel elss egyenléségét:

(b1 —a1)? + (b —a2)? + 3 +c3 = (c1 — b1)? + (ca — b2)? + a2 + a3. (1 pont)
A miiveleteket elvégezve és rendezve a1by + asbs = ¢1b1 + cobs adodik. (1 pont)
Innen (a; — ¢1)by + (a2 — c2)be =0, azaz AC L QB. (1 pont)
Ezutan az els6 megoldasban latott gondolatmenettel fejezhetjiik be a feladat megol-

dasat. (2 pont)

2. feladat

n
Léssuk be, hogy ha p primszam, akkor np osztdja ( p) — n-nek.
p

Megoldas:

(np) _ npnp—1)...(np—p+1) _ nnp—1)...(np—p+1) :n(np— 1)

p p! (p—1)! p—1)
. np — 1 A
tehat a feladat az np | n )™ és igy a
p —
np—1
-1
W el (M)

oszthatosaggal ekvivalens. (3 pont)

Mivel ((p — 1)!, p) = 1, ezért (x) ,,jobb oldalat” (p — 1)!-sal szorozva a tovabbra is
ekvivalens p | (np—1)...(np—p+1) — (p — 1)! oszthatésaghoz jutunk. (2 pont)

Itt a kiilonbség elss tagjat (n—1L)p+ (p—1))((n—1)p+ (p—2))...((n—)p+1)
alakban irva és a beszorzast elvégezve pM + (p—1)! alaku kifejezés adodik. Ebbdl (p—1)!-t
kivonva valoban p-vel oszthato szamot kapunk. (2 pont)

3. feladat
Mely k és n pozitiv egészekre teljesiil: |2F — 37| =177

Megoldas: Rogton adodik, hogy k£ = 1, illetve £k = 2 nem ad megoldast, igy feltehetd,
hogy k > 3, azaz 8 | 2%. (1 pont)

A 2k — 3" = 17 egyenletnél a 8-as maradékokat nézve a bal oldal maradéka paratlan
n-re —3, paros n-re —1, a jobb oldal maradéka viszont 1, tehat ennek az egyenletnek nincs

megoldasa. (2 pont)
A 3" — 2% = 17 egyenletnél hasonléan a 8-as maradékokat vizsgalva azt kapjuk, hogy
n sziikségképpen paros, n = 2s. (1 pont)
A 3-as maradékokat vizsgalva kapjuk, hogy k is paros, kK = 2t, mert paratlan k-ra a
bal oldal maradéka —2, azaz 1, a jobb oldalé viszont 2. (1 pont)
Ezeket az egyenletbe beirva 17 = 32 — 22t = (3% — 2)(3% 4 2¢), azaz csak 3° +2! = 17,
3% — 2t = 1 lehetséges, ahonnan s = 2, t = 3, vagyis n = 4, k = 6. (2 pont)
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4. feladat

Az iskolaban a kisdidk Szisziiphosz szorgalmat piros, kék és zold pontokkal jutalmaz-
zdk. Harom Osszegytijtott piros pont bevalthato egy kék pontra, harom kék pont egy zold
pontra cserélhetd be, és végiil harom zold pontért ismét egy piros pont jar. Szisziiphosznak
az év végén mindharom szinbdl 2011-2011 pontja van. Ezeket addig cserélgeti, amig mind-
egyikbdl legfeljebb két pontja marad. Hany piros, kék és zold pontja lehet Szisziiphosznak
a cserék elvégzése utan?

Elsé megoldas: Mivel barmely bevaltasnal 2-vel csokken az Osszes pont szama, ezért a
véghelyzetben Osszesen paratlan sok pontja marad Szisziiphosznak. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy barmely kiindulé helyzet esetén, akarhogyan torténik is a bevaltas
menete, a véghelyzetben (tehat amikor minden szinbdl legfeljebb ketté maradt) egyértelm
az egyes szinekbdl a pontok szama. Ehhez keresiink egy tn. invarianst, amely minden
lépésben valtozatlan marad. Legyen p, k, z a piros, kék, illetve zold pontok szama, és legyen
alkalmas c, d konstansokkal I = p + ck + dz. Ha harom piros pontot egy kékre cseréliink,
akkor 3-mal csokken p, és 1-gyel né k, azaz I 1j értéke I’ = (p — 3) +c(k+1) +dz. Igy ha
c = 3, akkor I = I’, tehat I értéke nem valtozik. Hasonloan, ha d = 9, akkor harom kék
pontot egy zoldre cserélve sem valtozik /. Végiil, ha harom zo6ld pontot egy pirosra valtunk
be, akkor I’ = p+ 143k +9(z — 3) = I — 26, tehat I értéke 26-tal csokken. Osszefoglalva
azt mondhatjuk, hogy I = p + 3k 4+ 9z-nek a 26-tal vald osztasi maradéka az egész eljaras
soran azonos marad, vagyis a véghelyzetben a maradék megegyezik a kiindulasi helyzetben
vett maradékkal. A véghelyzetben 1 < [, <2+43-2+9-2 = 26, azaz a 26-os maradék
egyértelmiien meghatarozza I,-t és (a 3-as szamrendszerbeli feliras egyértelmiisége miatt)
az egyes szinekbdl a pontok szamat is. (4 pont)

Végiil megmutatjuk, hogy ha kezdetben minden szinb&l azonos szamua pont van, akkor
ugyanez igaz a véghelyzetre is. Tekintsiink ugyanis egy tetsz6leges bevaltasi sorozatot. Ha
ezutan ebben az eljardsban a piros pontokat kékkel, a kékeket zolddel, a zoldeket pedig
pirossal helyettesitjiik, akkor a kiindulési helyzet szimmetridja miatt egy tjabb megfelels
bevaltasi sorozathoz jutunk, ahol a véghelyzetben is a piros pontok helyét a kékek, a
kékek helyét a zoldek, a zoldekét pedig a pirosak veszik at. A véghelyzet egyértelmiisége
miatt ez csak tgy lehetséges, ha a véghelyzetben is minden szinb&l ugyanannyi pont van.
A megoldas elején tett észrevétel szerint tehat Sziszliphosznak végiil minden szinbdl egy
pontja maradt. (2 pont)

Masodik megoldas: Szisziiphosz elGszor cserélje ki piros pontjait egy-egy 1 kg-os szik-
ladarabra, kék pontjait egy-egy 3 kg-osra, és a zoldeket egy-egy 9 kg-osra. Ezutan kezdje
az atvaltasokat. Vildgos, hogy mindegyik atvaltas alkalmaval a szikladarabok 6ssztomege
vagy nem valtozik, vagy 26 kg-mal csokken. (3 pont)

Induléaskor 2011-(14-349) = 13-2011 kilogrammnyi sziklaja volt. A 13-2011 szam 26-o0s
osztasi maradéka 13, ezért az atvaltasok befejeztével, amikor legfeljebb 2-(14+3+9) = 26 kg
sziklaja maradt, pontosan 13 kg kellett, hogy maradjon. (2 pont)

Ezt az 0ssztomeget az 1, 3, illetve 9 kg-os szikladarabokbol csak gy lehet elgallitani,
hogy mindegyikbdl egyet valasztunk. Tehat Szisziiphosznak a cserék elvégzése utan 1-1
pontja maradt mindharom szinbdl. (2 pont)



5. feladat

Adott egy 2011 csticst konvex sokszog gy, hogy semelyik négy csiics sem esik egy
korre. A csticsokbol kivalaszthaté pontharmasokra megrajzoljuk a rajuk illeszkedd kort.
Egy ilyen kor sovany, ha a sokszognek van olyan csticsa, amely kiviil van a koron, ellenkezd
esetben a kor kdvér. Sovany vagy kovér kérbsl van tobb?

Megoldas: Alabb megmutatjuk, hogy akarhogyan vélasztjuk is ki a sokszog két tetszéleges
csucsat, a kovér korok koziil legfeljebb ketts illeszkedhet mindkét kivédlasztott csiicsra.

2011
Emiatt a kdvér korok szama legfeljebb 2 - ( 5 ) = 2011-2010 lehet. Ez a szam joval

2011
kisebb, mint a pontharmasok szamanak, ( 5 ) = 2011 - 2010 - 2009/6-nak a fele, ezért

sovany korbgl tobb van, mint kévérbdl. (2 pont)

Legyen tehat A és B a sokszog két csiicsa. Tekintsiik a sokszog sikjaban az A-ra és
B-re illeszked6 korok seregét. Ezeknek a koroknek a kozéppontjai az AB szakasz felezd
merGleges egyenesét soprik végig. Az A-t és B-t tartalmazo csicsharmasokra illesztett
korok kozéppontjai egy 2009 elemt pontsorozatot alkotnak ezen az egyenesen. (2 pont)

Tegytik {61, hogy koziiliik ketts, Oy és Os egy-egy kovér kor (kq, illetve ko) kdzéppontja.
Allitjuk, hogy az O; és O, kozti szakaszon nem lehet a kozéppontok sorozatanak tovabbi
tagja. Indirekt modon tegyiik fel, hogy mégis létezik ilyen O pont, és jeloljiik k-val a hozza
tartozo kort. Miutan az O koézéppont Oy és Os k6z06tt van, a kq és ko hatarolta korlemezek
kozOs részét a k kor tartalmazza, mégpedig A-t0l és B-t6l eltekintve a belsejében. Ezért
a k kor pontjai koziil csak A-t és B-t fedheti le k1 és ko egyszerre. Akarhol van is tehét a
k koron a sokszog harmadik (azaz A-tol és B-t6] kiilonbozs) csticsa, azt vagy ki, vagy ko

nem tartalmazza. Ez pedig ellentmond annak, hogy ky is és ko is kovér. (2 pont)
Barmely két A-ra és B-re illeszked6 kovér kor kozéppontja tehat szomszédos a kozép-
pontok sorozataban, és ezért nem lehet bel6litk ketténél t6bb. (1 pont)

Megjegyzések: 1. A megoldas modszerének tovabbgondolasaval a kdvér korok szamat pon-
tosan meg lehet hatarozni. A sokszog barmelyik szomszédos csiicsparjara pontosan egy
kovér kor illeszkedik, a nem szomszédos csticsparokra pedig vagy egy sem, vagy ketts. Emi-
att a kovér korokhoz tartozo csicsharomszogek atfedés nélkiil kiparkettazzak a sokszoget.
Ha a sokszog n oldald, akkor egy ilyen parkettazashoz (azaz haromszogekre darabolashoz
egymast nem metsz6 atlokkal) pontosan n — 2 haromszog sziikséges, ennyi tehat a kovér
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korok szama. Ez barmely n > 5 esetén kisebb a lehetséges csticsharmasok szdmanak a

1/n
felénél, — -nal.
elénél, 2(3) na

2. Eszrevehetjiik, hogy a megoldas nem hasznalta ki azt a feltevést, hogy egy konvex
sokszOg csucsairdl van szo. Valoban, ha ehelyett csak annyit tesziink fol a pontok rend-
szerér6l, hogy semelyik harom nem kollinearis, akkor is ugyanezt az eredményt kapjuk.
Konnyen lathato, hogy olyan pontra, amely a pontrendszer konvex burkanak belsé pont-
ja, csak sovany kor illeszkedhet. Emiatt az el6z6 megjegyzést folhasznalva a kovér korok
szama m — 2, ahol m a konvex burok cstcsainak szama.



