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Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny 2011/2012
Matematika I. kategoria (SZAKKOZEPISKOLA)

Donté
1. Hatarozza meg az osszes olyan x egész szamot, amely eleget tesz az

log)ﬂm2 (x + 4)< 1

x+7

egyenlotlenségnek!

Megoldas:

Eldszor feltételeket adunk meg x -re.
a) A logaritmus értelmezése miatt
x+4>0,
azaz
(1) x>—4.
Ekkor teljesiil az is, hogy az is, hogy
x+7>0,
vagyis az alapszam nevezdje pozitiv. 1 pont
b) A masik feltételiink abbdl adodik, hogy a logaritmus alapszdma
pozitiv, azaz

x2=3x+2
x+7

>0.

Ebbdl az x+7 >0 tényezdvel vald szorzas utan
x*=3x+2>0,

vagyis
(x—1)~(x—2)> 0

kovetkezik.



Ez az egyenldtlenség az
) A=Fool[U ;o]
szamhalmazon teljestl.
c) A harmadik feltételiinket abbdl kapjuk meg, hogy a logaritmus

alapszdma nem lehet 1, azaz

x> =3x+2
BT

Amibdl
x'=3x+2#x+7,

vagyis
x2—4x—5¢0’
(x+1)-(x—5)=0,

azaz

3) x#-1¢&s x#5. 1 pont

d) (1)-et, (2)-t és (3)-at Osszevetve az x-re kapott feltétel:

xeB,

ahol
(4) B=F41uR; o \{~1;5}. 1 pont

Ezutan a kiindul6 egyenldtlenséget atalakitjuk a logaritmus

definicidja szerint

2
x"=3x+2
(5) log x2-3x+2 (x + 4) < l()g x2-3x+2 x4+ 7 )
x+7 x+7
Két esetet kell megvizsgalnunk: 1 pont

I. Ha a logaritmus alapszama 1-nél nagyobb, azaz

x*=3x+2

>1,
x+7

amibdl (x+7>0)

x'=3x+2>x+7,



x*—4x-5>0,
(x+1)-(x-5)>0.
Ez az egyenl6tlenség pontosan akkor igaz, ha
(6) x<-1,vagy x>5.
Ekkor a logaritmusfiiggvény szigorian monoton névekvd, azaz
(5)-bol

x?=3x+2
X+4<—m—,
x+7

x2+11x+28<x*=3x+2
adodik.
Ebbol:

Ebben a szamhalmazban az egész szamok koziil csak az
(7) x=-2¢s x=-3
fordul el6.

II. Ha a logaritmus alapszdma 1-nél kisebb, azaz

x* —3x+2
X 7T,
x+7
ekkor az el6zdek alapjan
(8) —1<x<5

kovetkezik.

Ekkor a logaritmusfliggvény szigoriian monoton csokkend, ezért

x> —=3x+2
x+4>—
x+7

ahonnan a miiveletek elvégzése €s rendezés utan

1 pont

1 pont

1 pont



9) x>——

kovetkezik. 1 pont
Egybevetve (8)-at, (4)-et €s (9)-et

xeC,
ahol
(10) C=l11[u]zs]
adodik.

Ebben a halmazban 1év6 egész szamok

(11) x=0,x=3, x=4. 1 pont

(7) és (11) alapjan az eredeti egyenlOtlenség 0sszes megoldasa tehat
x=-3,x=-2,x=0,x=3, x=4.

Egyszerii szamolassal is ellendrizhetd, hogy a kapott egész szdmok

valoban kielégitik a kiinduld egyenldtlenséget. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:

1) a versenyzdknek a feladatban szerepld logaritmusfiiggvények szigortian
monoton ndvekvo, illetve csokkend tulajdonsagat nem volt sziikséges

bizonyitani, de utalniuk kellett erre a tulajdonsagra.



2 2
2)az x+4< X 32 , lletve x+4 > X 32 egyenldtlenségek
x+7 x+7

vizsgalatdhoz a kovetkezOképpen is eljuthatunk:
a logaritmus numeruszara és az alapszamara vonatkozo feltételek felirasa

utin a log ., (x+4)<1 egyenlétlenség bal oldala atirhat6 10-es alapt

x+7
lg(x4—4)
x*=3x+2
x+7

logaritmikus alakba: <1.

Ig

2
Ha Lx;z >1, akkor a 10-es alapu logaritmusfiiggvény tulajdonsaga
X+

2_
miatt lgﬂ> 0,¢sigya M
x+7 x°=3x+2

|
8 x+7

<1 egyenl6tlenségbdl

2 f—
lg(x+4)< lgﬂ kovetkezik.

x+7

Ez pedig a 10-es alapu logaritmusfiiggvény szigoruan monoton novekvo

2
tulajdonsdga miatt azt jelenti, hogy x+4 < Lx;z
X+
2 2
Ha pedig 0< X2 akkor 152 (0, ezérta MG
x+7 x+7 x°=3x+2
lg=———~
x+7
A4 4 174 x2 - 3X + 2 . .
egyenldtlenseghtl lg(x+4)> 1g—7 kovetkezik.
X+

Ebbdl pedig a 10-es alapt logaritmusfiiggvény szigortan monoton névekvd

x*=3x+2

tulajdonséaga alapjan azt kapjuk, hogy x+4 > .
X+



2. Egy R sugaru gombbe beirtunk egy olyan négyzetes gulat,
amelynek minden éle egyenlé. A gulaba pedig egy, a lapjait érinto
kisebb gombot irtunk.

Mennyi a két gombfelszin aranyanak pontos értéke?

Megoldas: jeloléseink az 1. dbran lathatok.

1. abra

Legyen az ABCDE gula minden €le a hosszusagu, a gila ABCD
alaplapjanak kozéppontja F, a BC ¢l felezopontja G, az 4D ¢l felez6pontja
H.

Messiik el a gulat egy olyan sikkal, amely a&tmegy az 4;C; E pontokon.

Ez a sik a gtila koré irt gombot egy korben metszi, ez a kor az ACE
haromszog koriilirt kore (2. abra).

E

2. abra



Mivel az ABCD négyzet atldja a-~/2 hosszlsagl, ezért az ACE
haromszogben

a’+a’ =(a~\/5)2,

ebbdl pedig a Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt az kdvetkezik, hogy az
ACE haromsz0g derékszogl, a derékszog az E csucsban van. 1 pont

A Thales-tétel megforditasa miatt az ACE derékszogli haromszog kore irt
korének kozéppontja az AC atfogd F felezési pontja, a kor sugara az atfogd

fele:
a2
2

Ha a gulat a BDE sikkal metszettiik volna el, akkor a keletkez6 BDE
haromszog ugyancsak derékszogi, €s a koré irt korének kdzéppontja F,

sugara pedig:
a2

2
Masrészt EF az ACE ¢€s a BDE haromszogben az atfogohoz tartozo
magassag, mert egyenldszaru haromszogben az alaphoz tartoz6 magassag
felezi az alapot.

=AF =EF =CF .

DF = EF = BF =

1 pont

Eszerint EF a gula ABCD lapjanak két metszd egyenesére merdleges, tehat
merbleges az ABCD alaplap minden egyenesére. Ez éppen azt jelenti, hogy
EF a gula ABCD lapjahoz tartoz6 magassaga:

a2

(1) m=— 1 pont

Jeloljik a gala koré irt gomb kozéppontjat O-val. Az O pont az EF
egyenesen van. Ha az O pont nem lenne azonos az F ponttal, akkor 1étezne
az OFC derékszogl haromszog (3. dbra), melynek oldalai:

a2

2
OC=R,

FC=

9

OF =R-m (vagy m-—R).



3. dbra
Az OFC héaromszogre felirva a Pitagorasz-tételt, és (1)-et behelyettesitve:

2 2
R— a - 2 + a - \/E _ R2 ,
2 2
Amibdl rendezés utan

) a=R-2.
Ez azt jelenti, hogy OF =0 és m =R, azaz O azonos F -fel. 1 pont

A gulaba irt gdbmb sugaranak meghatdrozasahoz messiik el a gilat egy Gjabb
sikkal, amely atmegy a gula E csucsdn és a BC, illetve DA élek G, illetve
H felezépontjan! (4. abra)

~~~~~

e m e m - ——————

N &
]

4. dbra
Ez a metszOsik tartalmazza az EF egyenest, erre az egyenesre illeszkedik a
gula beirt gombjének koézéppontja is. A sik a gulabdl egy egyenldszara
haromszoget vag ki, amelynek beirt kore éppen a gula beirt gdombjének egy
fokore (4. abra).



Az GHE haromszog egyenlOszaru, szdrai az a« oldalu szabalyos
haromszogek magassagvonalai, ezért hosszuk:

a3
S
A GHE haromszdg oldalai a 4. &bra szerint:
G = i = @3
2 2
GH =a,

a haromszogben EF szintén az alaphoz tartozd magassag, ezen van a
haromszog beirt kdrének kézéppontja. 1 pont

A beirt kor sugarara ismert képlet:

(3) r=—, 1 pont

S

ahol T a haromszdg teriilete, s a haromszdg félkertilete.
Felirjuk az GHE haromszog teriiletét:

_a-m_R-~N2-R_RW2

GHE, — 2 2 2
¢és kiszdmitjuk az s félkeriiletet figyelembe véve (2)-t
a3
2 T dae)_ m2W )
, 22 2 '
Igy (3)-bol
r= TGHE ,
A
R*\2

_ 2
2
5

2 pont
Mivel a gdmbfelszinek aranya a linearis méretek, ez esetben a korsugarak
aranyanak négyzetével egyenld, ezért:
2
A _R° , 1 pont
A4,

azaz



PN

A R

4, RZ!\E—IF ’
4

¢s igy

Ak
—=4+2-43
v V3

b

Az ABCDE gula koré irt R sugaru gomb felszinének és a guldba irt r
o gy , A,
sugari gdmb felszinének aranya tehat R 44243, 1 pont

b

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: természetesen a versenyz0 szamolhat ugy is, hogy R;r-et
a-val, illetve R;a-t r-rel fejezi ki, és a felszineket részletesen felirva

szamitja ki az aranyt. Eszerint teljes értékii a munkdja akkor is, ha megfeleld

indokléssal a kovetkezdket irja fel:

a2
2. (3 +1)
Ro92.
2
Az ABCDE gula koré irt R sugarti gomb felszine:
A, =4-R &

Az ABCDE gulaba irt » sugarti gdmb felszine:
A, =4 rter R

A két gomb felszinét felirva meghatarozhatjuk aranyukat:

2 2 2
4 _4Rz R A4 _d’ 2 !\/§2+1! ,

a
A, T 4, 2 a

ezzel pedig %: (\/§+1)2 , vagyis % =4+2-43.
b b

Az ABCDE gula koré irt R sugaru gomb felszinének és a guldba irt »
sugart gomb felszinének ardnya tehat

Ak
—4+2.43.
v V3

b
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3. Legyenek a és b olyan racionalis szamok, melyekre teljesiil, hogy
a’b+ab’ +2a’b* +2a+2b+1=0.
Bizonyitsa be, hogy ekkor a +1-ab kifejezés is racionalis szam!

1. Megoldas:

Ha a =0, akkor a feltételi egyenletbdl » = —% , ekkor

1-0- [— lj =1,
2
és ez racionalis.

Ha » =0, akkor a feltételi egyenletbdl a = —% , ekkor
1- (— 1) 0=1,
2

Tehat, ha valamelyik valtozo értéke 0, akkor igaz az allitas. 2 pont

és ez racionalis.

Ha a ¢és b olyan raciondlis szamok, ( a =0 és b = 0), melyek kielégitik az
a’b+ab’ +2a’b* +2a+2b+1=0,
egyenletet, akkor kiemeléssel azt kapjuk, hogy
a-b-(a2 +b° +2ab)+2-(a+b)+l =0

és igy
(1) a-b-(a+b) +2-(a+b)+1=0. 1 pont
Legyen

a+b:x’

ezzel egyenletiink az x véltozéban masodfoki ( a=0 €s b=0),

(2) a-b-x*+2x+1=0 1 pont
A megoldoképlet alapjan

(3) X, = 2t “24 ‘lfl ~ab) : 1 pont
a

Mivel a és b olyan raciondlis szamok, ( a =0 és b= 0), melyek kielégitik
az

-11 -



a’b+ab’ +2a’h* +2a+2b+1=0
kiindul6 egyenletet, ezért (2)-nek az
a+b=x

valtozdban van valos megoldasa, tehat a (2) masodfokt egyenlet
diszkriminansa nem negativ, azaz

4—%%209
igy V1—ab valos szam. 2 pont
(3)-at atalakitva
—1+x+1-ab
2 - ;7
ab
Mivel x=a+b, ezért
—1++1-ab
a+b="—"3"2
ab
4) ab(a+b)+1=%1-ab
kovetkezik. I pont
(4) bal oldala racionalis szdm, mert a ¢€s b raciondlis szam, és a
racionalis szamok halmaza zart az O0sszeadasra és a szorzasra nézve, ez
pedig éppen azt jelenti, hogy a (4) jobb oldalan szerepld +1-ab is
racionalis szdm, €s ezt akartuk bizonyitani. 2 pont
Osszesen: 10 pont

2. Megoldas:
Ha a =0, akkor a feltételi egyenletbdl » = —% , ekkor

1-0- [— lj =1,

2

¢s ez racionalis.
Ha » =0, akkor a feltételi egyenletbdl a = —%, ekkor

1- (— 1] 0=1,

2

¢s ez raciondlis.
Tehat, ha valamelyik valtozo értéke 0, akkor igaz az allitas. 2 pont

Tegylik fel a tovadbbiakban, hogy a =0 és b#0.
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Ha megszorozzuk
a’b+ab’ +2a’h* +2a+2b+1=0
mindkét oldalat az
a-b#0
kifejezéssel, akkor azt kapjuk, hogy
(1) a‘b* +a’b* +2a°b® +2a’b+2ab*> +ab=0. 2 pont

(1) ekvivalens moédon atalakithato:

(2) a*b? +a*b* +2a’°h® +2a’b+2ab* +1=1-ab. 1 pont
2) bal oldala egy haromtagu 0sszeg négyzete, mégpedi
gy g gnegy gpedig
(3) (azb+abz+1)2 =1-ab.
Mivel a és b racionalis szamok, ezért
a’b+ab® +1

is racionalis szdm, vagyis (3) bal oldala egy racionalis szdm négyzete, igy
a jobb oldal nem negativ, vagyis

1-ab>0
tehat
Ji-ab
valos szam. 2 pont
(3)-bol kovetkezik, hogy
(4) a’b+ab* +1=+1-ab,
vagy
(5) a*b+ab® +1=—1—ab. 1 pont

Mivel (4) és (5) bal oldala raciondlis szam, hiszen a és b raciondlis
szam, és a racionalis szamok halmaza zart az 6sszeadasra és a szorzasra,
ezért mindkét egyenletben raciondlis szam a jobb oldali kifejezés is.

Ez pedig éppen a bizonyitandd 4llitdssal ekvivalens, ebbdl ugyanis

mindkét esetben azt kapjuk, hogy +1-ab is raciondlis szam. 2 pont
Osszesen: 10 pont

- 13-



3. Megoldas:

Fejezziik ki az

a’b+ab® +2a’h* +2a+2b+1=0
egyenletbdl ab -t!

a-b(az+b2+2ab}%2(a+b)+1:0.

Mivela+b=0 esetén nem all fenn az egyenldség (1=0), ezért a+b =0,
igy az egyenlet atrendezve:

ab = —% : 3 pont
a+
Ekkor
l—-ab=1+ M
(a+b)
| ab = (a+b) +2(a+b)+1
(a+b) ’
b+1)
1 1= qp = a+brl)
(1) a (a+b) 2 pont
Az (1) kifejezés jobb oldala nemnegativ, ezért 1-ab>0  teh4t
négyzetgyoke értelmezett a valos szamok halmazan, és 2 pont
a+b+1
2) V1—ab = s 1 pont
Mivel a jobb oldalon racionélis szamok 0sszege €s hanyadosa szerepel,
2) jobb oldala racionalis, igy +/1—ab is racionalis. 2 pont
< pont
Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
a+b+1

A 3. megoldas soran a +1-ab -re kapott 1-ab = kifejezés, a

a+b
feltételi egyenletet kielégitd (a;5) raciondlis szamparok halmazan
ekvivalens az 1. és a 2. megoldas soran kapott |ab(a+b)+1| kifejezéssel.

Ez algebrai atalakitassal igazolhato.
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