Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2011-2012. tanévi els6 forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenletet:
(22 —2 —3)* + (22 —2 - 3222 + 2 —6)* + (22 + 2 — 6)* =0

Megoldds: Az egyenlet bal oldaldn 4ll6 Osszeg minden tagja paros hatvdnyon van,
tehdt nem negativ. Igy a bal oldal értéke pontosan akkor 0, ha minden tagja 0. 2 pont
Az elsé tag pontosan akkor 0, ha 222 — 2z — 3 = 0, ennek megolddsai z; = 1.5 és

x9 = —1. Az egyenlet gyoke csak ezen két szam lehet. 2 pont
A masodik tag x, és o helyettesitése esetén is 0. 1 pont
A harmadik tag 222 + 2 — 6, x; = 1.5-et helyettesitve 0-t kapunk, zo, = —1-et
helyettesitve viszont nem 0-t.
Igy az egyenlet egyetlen megoldésa az 1.5. 2 pont

Osszesen: 7 pont

2. Az ABC haromszog belsé D pontjan athaladé AD, BD és CD egyenesek a

szemkozti oldalakat rendre az E/, F'; G pontokban metszik. A kovetkezo tertiletek méroszamait

ismerjl'ik: TADG = 40, TBDG = 30, TBDE = 35, TCDF = 84.
Mekkora az ABC' haromszog teriilete?

Megoldas: Jelolje az AF D haromszog teriiletét x, az EDC haromszog teriiletét y.
Az ADG és BDG haromszogek D hez tartozé magassaga kozos, ezért teriiletiik aranya
az AG és G B alapok ardnyaval egyezik meg. 1 pont
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Az ACG és BCG haromszogek C-hez tartozo magassiga kozos, teriiletének aranya az
AG és GB alapok aranya. Ezeket Osszevetve:

TADG . AG . TACG 124+I 4

= = azaz = — 1 pont
TB DG GB TBCG 65 + Yy 3 P
Hasonl6 moédon az AF és FC' alapokra illeszked6 haromszogek esetén:
Tapr  AF  Tapr r  T0+z
= = azaz 2 pont

Tepr FC  Tepr @:119—}-1;

A kapott két egyenlet altal meghatarozott egyenletrendszer pozitiv megoldasai az x = 56
és y = 70 értékek. 2 pont
A héromszog teriilete 315. . 1 pont
Osszesen: 7 pont

3. Egy szabdlyos dobdkockat egymas utan haromszor feldobunk. Mennyi a valészintisége,
hogy a hdarom dobott szam szorzata 10-zel oszthato?

Megoldas: A kisérlet soran 6 - 6 - 6 = 216 egyforméan valdszinii elemi eseményt
kiilonboztetiink meg, ezért alkalmazhatjuk a valészintiség meghatérozasara a klasszikus
modellt. A keresett valdsziniiség a kedvezo és az Osszes eset szamanak hanyadosa.

1 pont

A kockaval hatfélét dobhatunk, az dsszes eset szama harom dobés esetén 63 = 216.

1 pont

A kedvez6 esetek azok, amikor a dobott szamok kozott van 5-0s és van paros szam is.
Ezek megszamlalasara két utat adunk meg.

1. Logikai szita modszerével dolgozunk. 1 pont
Az Osszes esetbdl levonjuk azokat, amikor nincs 5-6s. Ezek szdma 53, hiszen az 5-0s
kivételével barmit dobhatunk. 1 pont
Ezt kévetSen levonjuk, amikor nincs paros, ezek szama 32, csak 1, 3, 5 lehet a dobés.

1 pont

Végil hozzdadjuk a kétszer levont eseteket, amikor 5-0s sincs és paros sincs, ezek szama
23, csak 1, 3 lehet a dobds. Igy a kedvezd esetek szdma 6% — 53 — 3% +23 =72, 2 pont

2. Az 5-6s0k szama szerint sorra vessziik az eseteket. Ha két 5-0s van és egy péros
szam, akkor a paros lehet 2,4,6 és a paros dobas lehet a hdarom dobéas barmelyike. Ez

3-3 =29 eset. 1 pont
Ha egy 5-6s van és két paros, akkor az 5 lehet a harom dobas barmelyike, a paros szamok
pedig a 2,4,6. Ezek szama 3 -3 -3 = 27. 1 pont

Az utolso eset, amikor egy darab 5-0s van, egy paros, egy pedig az 1 és 3 valamelyike. A
paros szam hdrom féle lehet, az 5-tdl kiilonboz8 pdratlan kettd féle. A hdrom szdmnak 3!
sorrendje lehet. Igy az esetek szama 3 -2 - 3! = 36. 2 pont

Osszeadva 72 eset. 1 pont

72 1
A keresett valoszinliség — = —.
VAIOSZIISES g5 3

Osszesen: 7 pont



4. Oldjuk meg a valés szamok halmazan a kovetkez6 egyenletet:

Va2 + 8 7
L VatT=
ve+1 vir+1

Megoldas: Gyokjel alatt nem allhat negativ szam. A harom kiilonbozé gyckjel alatti
kifejezés: 22 + 8x > 0, amib6l x < —8 vagy 0 < z; . + 1 > 0, amib6l > —1; o +7 > 0,
amibol x > —7. Mindezeket Gsszevetve azon valds szamok kozott értelmezett az egyenlet,

amelyekre x > 0. 2 pont
Az imént megallapitott értelmezési tartomanyban x nem negativ, a tortek nevezdje
nem lehet 0. 1 pont

Beszorzunk /z + 1-gyel:

Va2 + 8+ Va2 + 82 +7=17
Helyettesitiink 22 + 8z = u-t: 1 pont

(1) Vu+Vu+T7=1
(2) Vu+7=7—u

Négyzetre emeliink
u+7=49 —14/u+u

Ebbédl Ju =3, u=09. 1 pont

Visszatérve az eredeti valtozéra 9 = 22 + 8z, ennek gyokei az 1 és a -9, de ez utébbi
nincs az értelmezési tartomanyban. 1 pont
A (2) utédn kovetkezb négyzetre emelés nem ekvivalens 1épés, ezért a kapott gyokot
ellendrizni kell. Az x = 1 valéban j6 megoldés. 1 pont

Az egyenletnek egyetlen valds gyoke van, az x = 1. .
Osszesen: 7 pont

Az (1) egyenlet két tovabbi megoldasa:

1. A bal oldal az u valtozé szigoriian monoton novo fliggvénye, a jobb oldal konstans,
igy egyetlen megoldas lehet. Az u =9 j6 megoldas.

2. Az (1) egyenlet mindkét oldalét beszorozzuk a biztosan pozitiv /u + 7 — y/u-val,
ebb8l u+7—u = 7(v/u+ 7—\/u), azaz v/u +7—+/u = 1. A kapott egyenletbél és (1)-bél
kapjuk, hogy vu + 7 =4, amibdl © = 9.

5. Adott a stkon harom pont A, B és C, melyek nincsenek egy egyenesen. Felvesziink
a pontok sikjaban egy e egyenest. Ha a P pont az e egyenesen van, vizsgaljuk az

L =PA? — PB? + \PC?

kifejezés értékét, ahol A # 0. Ugy szeretnénk A\ értékét megvalasztani, hogy L éppen
akkor legyen minimalis, amikor P az ABC' haromszog silypontjanak az e egyenesre eso
meroleges vetiilete.

Az e egyenes tetszéleges helyzetében megvalaszthaté-e a kivant mdédon A értéke?



1. Megoldas: A feltett kérdésre NEM a valasz. Ha példaul e az AB felez6 merdleges
egyenese, akkor PA = PB, ezért PA%? — PB? = (. 3 pont
Ekkor L = APC?-nek akkor lehet minimuma, ha A > 0. Tetsz6legesen vélasztott
pozitiv A\ esetén L akkor minimalis, ha PC' minimalis, azaz P a C' pont meroleges vetiilete
e-re. 2 pont
Ez pedig kiillonbozik a haromszog sulypontjanak merdleges vetiiletétol. 2 pont
Osszesen: 7 pont

2. Megoldas: Legyenek az A, B, C' pontok meréleges vetiiletei az e egyenesen Ay,
By, Cy. Ekkor Pitagorasz tételét felhasznalva (elfajulé haromszog is lehet pl. a PAA;)

L= PA*> -~ PB* + A\PC? = (PA? + AA?) — (PB? + BB?) + \(PC? + CC?)

Mivel az AA;, BB, és CCy szakaszok hossza P helyzetétol nem fiigg, ezért L akkor
minimdlis, amikor L' = PA? — PB? + APC? minimalis. 1 pont

Helyezziink az e egyenesre egy szamegyenest, legyen A; az a-ban, By a b-ben, C] a
c-ben, P pedig xz-ben. Ekkor

LI'=@—a)?—(z-0?+XNz—c)? = ?-2(a—b+ )z +a®>—b>+ A 1 pont

L' egy méasodfokt kifejezése z-nek. Ha A < 0 akkor x? egyiitthatéja negativ, ekkor L'-

nek maximuma van, minimuma nincs. Ha A > 0, akkor L' minimum helye (a — b+ Ac)/A.

1 pont

A haromszog sulypontjanak e-re es6é meréleges vetiilete az (a + b+ ¢)/3. 1 pont
Szeretnénk A-t gy megvalasztani, hogy teljesiiljon:

a—b+)\c_a+b—|—c
A N 3

Ezt rendezve
(1) 3a —3b=Aa+b—20)

addodik. Ha a+b— 2¢ # 0, akkor A = (3a — 3b)/(a + b — 2¢) valasztassal célunkat elérjik,
amennyiben a kapott A érték pozitiv. 1 pont
Van olyan e egyenes, amikor nem érhet6 el, hogy L minimuma a haromszog sulypontjanak

vetiileténél legyen. Megadunk egy ilyen egyenest, mely az 1. megoldastdl kiilonbozo: (1)
alapjan vizsgaljuk, az e egyenes milyen helyzete esetén lesz a+b—2c = 0. Ha a+b—2c = 0,
akkor a + b = 2¢, azaz C) az Ay B szakasz felez6pontja. A C'C; egyenestol egyenld tévol
van A és B, és a C'C'y egyenes felezi az AB szakaszt is. Tehat C'C a C-bol indulé sulyvonal
egyenese, amire e meréleges. A C-bdl indulé stulyvonal és az AB egyenes nem lehetnek
parhuzamosak, ez az 1. megoldastdl kiilonb6zo. . 2 pont

Osszesen: 7 pont

Megjegyzés: (i) A feladat kérdésére vélaszolva olyan egyenes is megadhat6, amely
esetén az (1) egyenletbél kapott A negativ.

(ii) A Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok 2011. aprilisi szaméban jelent meg a
B. 4258-as feladat megoldésa, melyben L-hez hasonlé kifejezés minimumat kellett keresni.
Ezzel talalkozhattak azon versenyzok, akik a felkésziilés és a matematikaval valo foglalkozas
egyik legjobb lehetdségeként, rendszeres feladatmegolddi a lapnak.



