Oktatasi Hivatal

Az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
2011-2012. tanévi harmadik, dont6 forduldjanak feladatmegoldasai
matematikabdl, a II. kategéria szamara

1. Az ABCD szimmetrikus trapéz AB és C'D oldalai parhuzamosak, AB < C'D. Az
AD és BC egyenesek metszéspontja legyen P. A trapéz koré irt kor A és C' pontjahoz
huzott érintdinek metszéspontja legyen (). Igazoljuk, hogy a P(Q) egyenes parhuzamos az
AB egyenessel.

Megoldas: Hasznaljuk az abra jeloléseit. Legyen ADC/ = §. Ekkor ADC/ =
PAB/ = §, mivel egyallast szogek. A trapéz szimmetridja miatt PBA/ = ¢, igy APB/ =

180° — 20. 2 pont

ADC/ = ACQ/ = ¢, mivel ugyanahhoz az ivhez tartozé keriileti és érintd szaru
kertileti szogek. QC' = QA, mivel a Q-bdl a korhoz hizott érintd szakaszok. Igy AQC /. =
180° — 26. 1 pont

Azt kaptuk, hogy APC/ = AQC'/ = 180° — 20, igy az AC szakasz 180° — 20 szogl
latokorén rajta van P és @), azaz AC'QP hurnégyszog. Ebbol kovetkezik, hogy PQA/ =
PCA/. 2 pont

PCA/ = QAB/, mivel ugyanahhoz az ivhez tartozo keriileti és érint6é szaru kertileti
szogek. Fzek szerint QAB/ = PQA/, azaz P(Q) és AB parhuzamosak.

1 pont

Az AB < CD feltétel miatt az abra valéban igy néz ki. Ha a trapéz koré irt kor A-val
atellenes pontja A’, akkor az AB < CD feltétel miatt C' a rovidebb A’B iv belsé pontja.



Ezért a C-ben hiizott érint6 valéban metszi az A-ban huzott érintt és a metszéspont nem
lehet az A-beli érintonek A-bél induldé masik félegyenesén, melyet az abran szaggatott
vonallal jeleztiink. . 1 pont

Osszesen: 7 pont

2. Legyen A ={1,2,3,4,5}, B =1{1,2,3}. Az f(x) fiiggvény értelmezési tartomanya
A és minden A-beli z esetén f(x) € A. Hany olyan f(z) fliggvény van, amelyre

{f(f(x))|z € A} = B?

Megoldés: Eldszor megmutatjuk, hogy a keresett fiiggvények halmazaban f(1) =

4 nem lehetséges. Mivel f(f(x)) értékkészlete B, ezért létezik olyan y € A, amelyre
f(f(y)) = 1. Legyen ekkor f(y) = z, ekkor f(f(z)) = f(1) = 4, ami nem eleme B-

nek. Pontosan ugyanigy lathatjuk be, hogy az 1, 2, 3 szamok egyikéhez sem rendelhet a
fliggvény sem 4-et, sem 5-0t. 1 pont
Megvizsgaljuk, mi lehet f(4) és f(5). Nem lehet f(4) = 4, mert ekkor f(f(4)) = 4,

ugyanigy f(5) = 5 sem lehet. (i) Lehetséges, hogy f(4) és f(5) is B-beli elem. (ii) Ha
f(4) =5, akkor f(f(4)) € B miatt f(5) € B. Ugyanez lehet a 4 és 5 szerepcseréjével is.
1 pont

A tovabbiakban a keresett fliggvényeket harom csoportra osztjuk és igy szamoljuk meg.

1. csoport: f(1), f(2) és f(3) az 1, 2, 3 szdmok valamely permutdciéja, tovabba
(i) szerint f(4) és f(5) B-beli elem. A permutdcié 6-féle lehet, f(4) és f(5) egymastdl
fiiggetleniil 3-féle lehet, tehdat 3!- 3 -3 = 54 ilyen fiigvény van. 1 pont

2. csoport: f(1), f(2) és f(3) az 1, 2, 3 szamok valamely permutéaciéja, tovabba (ii)
szerint alakul f(4) és f(5) értéke. Ekkor a permutéacié 6-féle lehet. Ki kell vélasztanunk
4, vagy 5 képe lesz-e B beli, ez két lehetoség, azon beliil 3 kiillonbozo érték adhaté meg.
Az ilyen fliggvények szama 3! -2 -3 = 36. 1 pont

Ha f(1)=f(2)=f(3), akkor (i) esetén az f(f(x)) értékkészletében egyetlen szdm Aall,
(ii) esetén pedig csupan két szam. Igy az utolsé csoportban azt vizsgaljuk, ha f(1), f(2)
és f(3) értéke két kiilonbozé érték, jelolje ezeket a és b. 1 pont

3. csoport: Legyen az f(1), f(2) és f(3) értékek koziil ketté a és egy b. Az (i)
esetben f(f(z)) értékkészletében csak két szam &ll, ez nem lehet. Az (ii) esetben f(4)
és f(5) valamelyike B-beli, mégpedig az B-nek az a-tdl és b-tél kiillonbozo ¢ eleme, mert
csak igy lesz az f(f(x)) értékkészlete B. Az ilyen fliggvényeket szdmba véve b értéke
haromféle lehet, ¢ értéke kétféle. Tovabbi haromféle valasztasunk van, hogy az 1, 2 és 3
koziil melyikhez rendeljiik b-t, és két vélasztasunk az (ii) esetben, hogy a 4, vagy 5 hoz
rendeljitk c-t. Tehat 3-2-3 -2 = 36 fliggvény tartozik ebbe a csoportba. 1 pont

A harom csoportban 6sszesen 54+36+36=126 fiiggvényt szamoltunk meg. A feladat
feltételeinek eleget tevo fiiggvények szama tehat 126. . 1 pont
Osszesen: 7 pont



"1
3. Legyen h(1) =1 ésn =2,3,... esetén h(n) = Y —. Mutassuk meg, hogy
i=1?

1 1 1 1

L= 2.
) 2022 3.023) T 2012 A2(2012) <

Megoldés: Az L Osszegben az els6 tag 1. Mivel k > 2 esetén h(k — 1) < h(k), ezért
a tobbi tagot feliilrdl becsiilhetjiik a kovetkezé modon:
1 1 1 1

KR2(k) k- h(k)h(k—1)  h(k—1) (k)

6 pont
Ekkor L feliilr6l becsiilve és kihaszndlva, hogy h(2012) > 0:

1 1 1 1 1 1 1
L=< h(1)+<h(1) a h(2))+<h(2) a h(3)>+'"+<h(2011) a h(2012)> - 2_h(2012) <2

. 1 pont
Osszesen: 7 pont



