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MATEMATIKA I. KATEGORIA
(SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési atmutatd

1. A 2015 olyan négyjegyi szam, amelynek szamjegyei kiilonbozdéek és koziiliik
pontosan kettd primszam. Hany ilyen négyjegyli természetes szam van?

Megoldas:

A 10-es szamrendszerben a tiz darab szamjegy kozott négy primszam van, ezek a 2;3;5;7. 1 pont
(4 .

Ezekbdl két kiilonbozd szamjegy (2] = 6 -féleképpen valaszthato ki. 1 pont

Ha a két nem prim szamjegy koziil az egyik a 0, akkor a masik nem prim szamjegy 5-féle
lehet. 1 pont

Mivel 0 nem allhat az ezresek helyén, ezért a négy kiilonb6z6 szamjegynek

3-3-2-1=18-féle sorrendje lehetséges. 1 pont
Ebbdl az kovetkezik, hogy a feltételeknek megfeleld olyan négyjegyli szam, amelynek jegyei 1 pont
kozott egy darab 0 szamjegy van, pontosan 6-5-18 =540 allithato el6. pon
Ha a két kiilonb6z6, nem prim szamjegy egyike sem 0, akkor a nem prim szamjegyek koziil

5
két kiilonboz6t [ZJ =10-féleképpen valaszthatunk ki. 1 pont
A négy kiilonboz6 szamjegynek 4-3-2-1=24-féle sorrendjét allithatjuk elo. 1 pont
Ebbdl azt kapjuk, hogy a feladat feltételeinek megfeleld olyan négyjegyti szam, amelynek
jegyei kozott a 0 szamjegy nem szerepel, pontosan 6-10-24 =1440 darab van. 1 pont
Tehat az olyan 10-es szamrendszerbeli, kiillonb6z6 szamjegyekbdl allo négyjegyti szambol,
amelynek pontosan két jegye primszam, 540 +1440 =1980 darab van. 2 pont

Osszesen: 10 pont



Matematika I. kategoria

2. Oldja meg a valés szdmparok halmazan az X+ yzzé, X2+2y=—%

egyenletrendszert!

1. Megoldas:

A két egyenlet megfeleld oldalait 6sszeadva azt kapjuk, hogy

2 2 5
(1) X“+X+Yy +2y:—Z. 2 pont
Ebbdl ekvivalens atalakitassal

2) x2+x+%+y2+2y+1=0
kovetkezik. 2 pont

Lathatd, hogy (2) bal oldala két teljes négyzet 6sszege, mégpedig

2
(3) (x+%j +(y+1)? =0. 2 pont
A (3) Osszefiiggés bal oldalan szerepld zarojeles kifejezések nem negativak, dsszegiik akkor
és csak akkor zérus, ha mindkét kifejezés értéke zérus. 1 pont
Ebb&l x + % =0 és y+1=0 kovetkezik. 1 pont
Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa tehat az X = —%; y =—1 valds szampar. 1 pont

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért a kapott szampar az eredeti egyenletrendszer
mindkét egyenletét kielégiti. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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2. Megoldas:

Az elsé egyenletbdl kifejezhetjitk az X -et, ezzel

1) x:l—yz. 1 pont
2
. . reo s » 1 2 4
Az (1) mindkét oldalat négyzetre emelve X° = i ye+yt. 1 pont
Ezt a masodik egyenletbe helyettesitve és rendezve:
(2) y*—y?+2y+2=0. 1 pont
A (2) bal oldala szorzatta alakithato
(3) (y+1)-(y3—y2+2):0. 1 pont
Mivel y° —y? +2=y3 +y? —2y? +2=y?.(y+1)—2-(y? —1), czért a (3) bal oldalén
szerepld masodik zardjeles kifejezés is szorzattd alakithato.
Eszerint:
4) (y+1°-(y* —2y+2)=0.
A (4) egyenlet bal oldalan y? -2y +2 = (y —1)2 +1, ezért y*> —2y+2 =0 nem lehetséges. 2 pont
Ebbdl az kovetkezik, hogy (4) csak ugy teljesiilhet, ha (y +l)2 =0. 1 pont
Az (y +l)2 =0 eredménylinkbdl y =—1 adodik, ez pedig (1) alapjan azt jelenti,
hogy x = —1. 1 pont
2
. . 1 g
Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa tehat az X = _E; y =—1 val6s szampar. 1 pont
Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért az x = —%; y =—1 szdmpar az eredeti
egyenletrendszer mindkét egyenletét kielégiti. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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3. A BC atfogoja ABC derékszogii haromszog AB befogojanak A pontbol induld
félegyenesén megjeldljik azt a B, pontot, amelyre AB, =3- AB. Azt tapasztaljuk,

hogy az ABC ¢és AB,C haromszdgek hasonlok.
Bizonyitsa be, hogy az AB,C haromszdgben CB belsd szogfelezd!

Megoldas: jeloléseink az 1. dbran lathatok.

1. abra

Legyen AC =b és AB =c. Ekkor a feltételeknek megfelelden AB, =3c.

Mivel az ABC ¢és AB,C derékszogii haromszogek hasonlok, hegyesszogeik paronként
egyenldk. Ezért az 1. 4bra jeloléseinek megfelelden S =06 vagy y=o. 1 pont

A [ =0 O0sszefliggés azonban nem 4allhat fenn, mert az ABCL =/ szog a BB,C
haromszog kiils6 szoge, ezért =06+ BCB, £, vagyis 8> 6. 1 pont

Ebbdl az kovetkezik, hogy csak y =&, valamint = ACB,Z allhat fenn. 1 pont

Az ABC ¢és AB,C derékszogli haromszogek hasonldsaga azt is jelenti, hogy a megfeleld

A AB .
oldalak hosszdnak ardnya a két haromszogben egyenld, azaz A_(L;: = ACO , Innen
jeloléseinkkel
" b 3¢ 1 pont
c b’
Az (1) dsszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy b? = 3c?, ahonnan
2 pont
) b=c-+/3.
fgy (2) alapjan az ABC haromszogben tgs = b =+/3, innen pedig a S hegyesszogre 2 pont
c

L =60° adodik, és ezzel y =6 =30°.
Eszerint ACB£ =y =30° és ACB,«£ = 3 =60°, ez éppen azt jelenti, hogy az AB,C 2 pont
haromszogben CB bels6 szogfelezd, és éppen ezt akartuk bizonyitani. )

Osszesen: 10 pont
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P X2 + p-1
p-2 p+1
Hatdrozza meg a p # 0 valds paraméter mindazon értékeit, amelyekre fennall, hogy

4.  Legyenek a

1 .
X+ 2 =0 egyenlet valos gyokei X, és X,.

1
X, - X, —(xl+x2)=p—+1!

Megoldas:

Mivel p =0, ezért P

> # 0, igy a feladatbeli egyenlet masodfoku, tovabba a bal oldalon

szereplo tortek nevezdi miatt teljesiil, hogy p =2 és p = —1.

Az egyenletnek vannak valds gyokei, tehat az egyenlet diszkriminansa nem negativ valos
szam:

p-1) _, b
@ (p_ﬂj Y2

Az (1) bal oldalan egyszeriisités, a tortek kdzds nevezdre hozdsa és a miiveletek elvégzése
utan azt kapjuk, hogy

>0. 1 pont

N

—6p”+4p-2
(p+1f-(p-2)

(2) 0. 1 pont

Mivel (p+1)* >0, ezért a (2) egyenldtlenség kétféle modon allhat fenn:

(3) —6p®+4p—-22>04¢és p—2>0,
vagy
() —6p*+4p-2<0¢és p-2<0. 1 pont

A —6p*+4p—2=0 egyenletnek nincs valés megoldasa, mert az egyenlet diszkriminansa
negativ, tehat az f (p) =—6p° +4p—2=0 masodfoku fiiggvénynek nincsen zérushelye.

Az f (p) =-6p° +4p—2=0 fiiggvény képe lefelé nyilé parabola, ezért —6p° +4p—2>0
nem lehetséges, vagyis a (3) egyenldtlenségek nem teljesiilhetnek egyetlen p valds szamra
sem.

Ebbd] az is kovetkezik, hogy —6p* +4p—2<0 minden p valds szamra igaz, tehat (4)
alapjan a (2) egyenldtlenség pontosan akkor teljesiil, ha

) p<2. 1 pont
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A masodfoku egyenlet Viéte-formulai alapjan

xl-xzzp_2 és x1+x2=—w. 1 pont
p-(p+1)
Mivel a feladat feltétele szerint X, - X, —(X, +X,) = Ll’
p+
ezért,
p-2, (p-2)-(p=2) __1
4p  p(p+l)  p+l
ahonnan egyszerisités, a miiveletek elvégzése és rendezés utan azt kapjuk, hogy
(6) 5p? -17p+6=0. 1 pont
A (6) masodfoku egyenlet megoldasai p, = % és p, =3. 1 pont
A p, =3 megoldas nem felel meg az (5) feltételnek, ezért csak p, = % lehetséges. 1 pont
2, ., p 2 p-1 1 , .,
A p, =— értéket a -X° +——X+— =0 egyenletbe helyettesitve a miiveletek
5 p-—2 p+1 4
elvégzése utan a 7x> +12x — 7 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei
7 7
Szamolassal ellendrizhetd, hogy ezekre p, = é mellett valoban teljesiil, hogy
1
X X, — (X, +X,)=——. 1 pont
1 2 ( 1 2 ) p + 1
Osszesen: 10 pont
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an—l

5. Az a, sorozatra teljesiil, hogy a, =1, és minden N> 2 esetén a, = a1
a,; +

Hény olyan tagja van a sorozatnak, amelyik nagyobb ﬁ -nal?

Megoldas:

a . . . . .
Ha a,, >0, akkor az a, = —"*— képzési szabaly alapjan a, >0 is teljesiil minden

2a, , +1

n>2 esetén. Mivel a, =1, ezért a, >0, ebbdl a, >0, és ehhez hasonléan minden n > 2

pozitiv egész szamra igaz, hogy a, >0, vagyis a sorozat minden tagja pozitiv szam.

a
Vehetjiik tehat az a, = —"1— képzési szabaly két oldaldnak a reciprokat:
n-1

1) —= +2.

(1) alapjan felirhatunk egy n—1 darab egyenletbdl allo egyenletrendszert:

a‘n a‘n—l

a‘n—l an—2
(2)

1 1.,

az a1

Az egyenletek megfelel6 oldalait 6sszeadva kapjuk, hogy

1 1
3 -;—azm—uz

n

Mivel a feltétel szerint a, =1, ezért (3) alapjan £l -1=2n-2, és ezzel
a

n

(4) a, = :

ahol 2n—1> 0 pozitiv egész szam.

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont
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A feladat kérdésére akkor adjuk meg a valaszt, ha megoldjuk az a, > 1

egyenlOtlenséget. 1* pont
. ., 1 . s 101 . .
A (4) eredmény alapjan > ——, ebbdl rendezés utdn n < — kdvetkezik. 1* pont
2n-1 100 2
Eszerint a sorozatnak pontosan 50 olyan tagja van, amelyek nagyobbak ﬁ-néﬂ. 1* pont
Osszesen: 10 pont

1 1
Megjegyzés: az a, = alapjan a,,; = ,ésigy a,,, —a, = - ,
"o PR Ea TH T SR G on+l 2n-1
-2

ahonnan a miiveletek elvégzésével azt kapjuk, hogy a,,, —a, = .
g PJ gy dny —4d, (2n+1)'(2n_1)
Ez azt jelenti, hogy minden pozitiv egész n szamraa, , —a, <0, vagyis a,, <a,, tehat a

n+1

sorozat szigorian monoton csokkend.

1 1
Szamolassal ellenérizhet6, hogy a., = — és a., = —.
gY dsg 99 517701
A sorozat szigorian monoton csdkkend tulajdonsagébdl tehat az kovetkezik, hogy a

sorozatnak valoban 50 olyan tagja van, amelyek nagyobbak %-néﬂ.

Ha a versenyz0 a feladat megoldésat a sorozat szigoriian monoton csokkend
tulajdonsaganak bizonyitasara épitve a fenti modon fejezi be, a *-gal jelzett pontokat
megkapja.
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6. A négyzet alaki ABCD asztallapra két egybevagd

szabalyos haromszoget teritiink le az dbra szerint

(a szabalyos haromszogek oldalainak hossza egyenld

a négyzet oldalainak hosszaval).

Hatarozza meg a kétszer lefedett rész teriiletének ¢és a

nem fedett rész teriiletének aranyat!

Megoldas: jeloléseink a 2. abran lathatok.

...........

E

2.

2a
abra

Az ADF ¢és CDF szabalyos haromszogek minden szoge 60°-os, oldalaik hosszat, és

ezzel az ABCD négyzet oldalainak hosszat is 2a-val jeldltiik.

Az ADG haromszogben GAD/ =60° ¢s GDAZ =30°, hiszen
GDAZ =CDAZ —-CDEZ =90°-60°.
Eszerintaz ADG haromszog harmadik szoge derékszog, azaz AGD./Z =90°.

A CDH haromszdgben hasonloképpen lathatjuk be, hogy HCDZ =60°, HDC/ = 30°
¢s CHDL =90°. Az is lathatd, hogy az ADG és CDH haromszogek egybevago, 2a
atfogdju derékszogl haromszogek, ezért T, -gyel jeldlt tertiletiik egyenld.

1 pont
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Ismert, hogy azokban a 2a atfog6ja derékszogli haromszogekben, amelyekben a
hegyesszogek nagysaga 30° és 60°, a 30°-o0s és 60°-os szogekkel szemben levd

befogok hossza rendre a ¢és a-+/3. Ebbél az kovetkezik, hogy:
(1) AG=CH =a é GD=HD=a-+3. 1 pont

Abbol, hogy AGD/ =90° és CHD£ =90°, az is adodik, hogy EGK~Z =90° és
FHKZ =90°.

Mivel DECZ =60° és AFD ./ =60°, ezért GEKZ =60°, illetve HFK/ =60°, ezzel
pedig GKEZ =30° ¢és HKF£ =30°.

Ugyanakkor GE = DE—-GD és HF = DF —HD, ezért az EKG és FKH 30°-os és
60°-os hegyesszogekkel rendelkez6 derékszogii haromszogekben

) GE = HF =2a—a-+/3 és GK = HK = (2a—a-3)-43. 1 pont

Az EKG ¢és FKH haromszogekben a megfeleld szogek egyenldk, €s (2) szerint két-két
megfeleld oldaluk is egyenld, ezért a két haromszog egybevago, tehat a T,-vel jelolt
teriiletiik egyenld.

Jelolje tovabba a kétszer fedett teriiletet T,, ez a DGKH négyszog teriilete, illetve jeldlje

a szabalyos haromszogek altal nem fedett teriiletet T .

T
Feladatunk a T—3 arAny meghatarozasa. 1 pont

0

A 2. abran az ADF és CDF szabalyos haromszogekben a GD illetve HD sulyvonalak
felezik a megfeleld haromszdgek teriiletét, ezeért

(3) Tl :Tz +T31
valamint
4) Ty =Tpgep — 2T, — 2T, —T;. 2 pont

2

3 , tovabba mivel GE =2a—a- V3 és

Mivel AG =a és GD=a-/3, ezért T, =

(2-v3f V3
2

GK =(2a—a-3) V3, ezirt T, = &

Ebbdl (3) alapjan a miiveletek elvégzésével és egyszerisitéssel kapjuk, hogy

(5) T3:a2-\/§-(2-\/§—3). 1 pont
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Felhasznaljuk, hogy T .., = 4a’, ezzel (4) szerint

ahonnan a miveletek elvégzése utan:
(6) T, =5a*- (2 -~ \/§) 1 pont
Az (5) és (6) Osszefliggések szerint

7) 3:a2-\/§~(2~\/§—3). 1 pont

T, 5a°-(2-43)

—

A (7) jobb oldalan szerepld tort szamlaldjat és nevezdjét \/3 -mal szorozva a tort értéke

3a%-(2-43-3)

), az egyszerusitéseket elvégezve pedig azt

nem valtozik, ezzel —> =
T, 5a’ '(2~\/§—3

. T, 3
kapjuk, hogy —= ==.
P gy T, 75
Eszerint a feladatban szerepld kétszer lefedett €s a nem fedett teriiletek aranya
T = 3 . 1 pont
T, 5

Osszesen: 10 pont
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