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MATEMATIKA

I.  KATEGORIA
(SZAKKOZEPISKOLA)

Javitasi-értékelési Utmutatd

1. Egy adott foldterilet felasasat harom munkas végzi. Eppen elkésziilnek a munkaval,
ha az els6 5 napot, a méasodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik. Akkor is éppen
elkésziilnének a munkaval, ha az els6 munkds 7 napot, a masodik 9 napot ¢és a
harmadik 2 napot dolgozna. Hany napot kellene a munka elvégzéséhez a harmadik
munkésnak dolgoznia, ha az els6 csak 2 napot, a masodik pedig csak 4 napot
dolgozna?

Megoldaés:

Tegyiik fel, hogy az elsé munkas X nap alatt, a masodik y nap alatt, a harmadik z nap
alatt végezné el egyedul a munkat.

Ha az els6 5 napot, a masodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik, akkor rendre

o . 4 .
elvégzik a munka §;Z illetve — -ed reszet.

X'y z
Azt is tudjuk, hogy harman egyutt igy az egész munkat elveégzik:
(1) > + ’ + 4. 1

x y z 1 pont

Hasonloan kapjuk, hogy ha az els6é 7 napot, a masodik 9 napot és a harmadik 2 napot

dolgozna, akkor rendre elvégeznék a munka Zg illetve 2 -ed részét.

X'y z
Ebbdl azt kapjuk, hogy
7 9 2
2 —+—+—=1.
() Xy z 1 pont
A Kkét egyenlet bal oldalait egyenlové téve:
5 7 4 7 9 2
3) —F—t—=—4—+—. 1 pont
X 'y z X Yy z
A (3) egyenletbdl rendezés és 2 -vel valod egyszerlsités utan adodik, hogy
@ 1,11
X'y z 1 pont
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A(2)egyen|etz+g+g !
X 'y z X

+Z+E+E =1 alakban is irhato, ez pedig (4) alapjan
y vy z
azt jelenti, hogy
(5) g+g =1.
y z

Ha az els6 munkas 2 napig, a masodik 4 napig dolgozna, akkor tegyuk fel, hogy a
harmadik munkésnak d napra lenne sziiksége a teljes munka elvégzéséhez.

Ekkor (4) ismételt felhasznélasaval 2 + 4 + a_2 + 2 + 2 + 4.2 + 2 + 9, azaz
Xy z X Yy 'y z z 'y 12

(6) 2,d%2_
y

Az (5) és (6) Osszevetése utan azt kapjuk, hogy d +2 =9, ahonnan
d=7.

A harmadik munkasnak tehat 7 napot kellene dolgoznia a teljes munka
elvégzéséhez, ha az elsé munkas 2 napot, a masodik munkas 4 napot dolgozna.

Az (1) és (2) egyenleteket kielégitd x;y;z valos szamok léteznek, példaul az
x =y =20 és z=10 szdmharmas mindkét egyenletnek megoldéasa.

Osszesen:

Megjeqyzés:

Az (1) és (2) egyenletek felirasa utan az (1) egyenlet mindkét oldalanak 5 -tel vald
Szorzasa, és a (2) egyenlet mindkét oldalanak 3-mal vald szorzasa utan a kapott
egyenleteket kivonhatjuk egymasbadl.

Ekkor ﬂ+§+& =2, innen 2 -vel egyszerisitve z+£+Z =1.

Xy YA X 'y 1z
Ebbdl pedig leolvashato, hogy a harmadik munkésnak 7 napot kellene dolgoznia a
teljes munka elvégzéséhez, ha az els6 munkas 2 napot, a masodik munkas 4 napot
dolgozna.
Ez lehetséges is, mert példaul x =y =20 és z =10 esetén a felirt egyenletek

teljestlnek.
Ha a versenyz6 ezt a megoldasi utat valasztja, akkor helyes megoldas esetén teljes
pontszamot kap.

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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2.  Huzzon egy vizszintes egyenest, majd egy erre merdleges fliggdleges egyenest, ezutan
az utobbira mer6leges vizszintes egyenest, s igy tovabb. Minden Gjabb egyenes
legyen merdleges a kozvetlen eldtte huzott egyenesre €s kiilonbozzon az 6sszes el6z6
egyenest6l! Bizonyitsa be, hogy az eljarast barmikor abbahagyva a keletkez6
metszéspontok szama vagy két egymast kdvetd természetes szam szorzataval vagy
egy négyzetszammal egyenld!

Megoldas:

A lehetséges metszéspontok szamat aszerint csoportositjuk, hogy az eljarast fiiggdleges,
vagy vizszintes egyenes megrajzolasa utan hagyjuk abba.

A vizszintes egyenesek parhuzamosak egymassal, a fiiggbleges egyenesek is
parhuzamosak egymassal, ezért metszéspontok csak vizszintes és fliggdleges egyenesek

talalkozaséanal jonnek létre. 1 pont

Amennyiben fliggbéleges egyenes behuizasa utan hagyjuk abba az eljarast, akkor
nyilvanvald, hogy ugyanannyi vizszintes és fliggdleges egyenes lesz. 2 pont

Ha pedig az eljarast vizszintes egyenes behlzasa utan hagyjuk abba, akkor pedig 1-gyel
tobb vizszintes egyenes lesz, mint fiiggdleges. 2 pont

Az els6 esetben N darab vizszintes és n darab fiiggbleges egyenes megrajzolasa utan
abbahagyva az eljarast, mindegyik vizszintes egyenest n darab fiiggbleges egyenes metsz.

Ezért n-n =n’ metszéspontot kapunk, tehat a kapott metszéspontok szama négyzetszam. 2 pont

A masodik esetben, amikor az eljarast vizszintes egyenes rajzolasa utan hagyjuk abba,
akkor n fiiggbleges egyenes esetén n+1 vizszintes egyenest rajzoltunk meg.

Ekkor az n+1 vizszintes egyenes mindegyikén n darab metszéspont van, ez pedig azt
jelenti, hogy a metszéspontok széma n - (n +1), vagyis két egymast kovetd pozitiv egész

sz&m szorzata. 2 pont

Ezzel beléttuk, hogy az eljarast barmikor abbahagyva a keletkezett metszéspontok szama

valdban vagy négyzetszam, vagy két egymast kdvetd pozitiv egész szam szorzata. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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3. Bizonyitsa be, hogy minden x valds szam esetén 2-[sin x| +3-|cos x| > 2!
Mikor &ll fenn egyenldség?

1. Megoldas:

Az f(x): sin x fliggvény tulajdonsagai alapjan minden x val6s szamra teljesil, hogy
-1<sinx <1, és ezért

(1) 0 <lsin x| <1.

Az (1) bsszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy [sin x| < [sin x|, és mivel [sin x| =sin?x,
ezért

(2) lsin x| >sin® x..

Hasonloképpen a g(x)= cos x fiiggvény tulajdonségai alapjan minden x valés szémra
—-1<cosx<1,ésigy

(3) 0 <|cosx| <1.

Ebbél pedig az kovetkezik, hogy |cos x|2 <|cos x|, és mivel |cos x|2 =cos’ x, ezért

(4) lcos x| > cos® x..

A (2) és (4) osszefiiggések sszevetésével adadik, hogy

(5) 2-Jsin x|+ 3-|cos| > 2-sin* x + 3- cos” X.

Az (5) egyenlétlenség jobb oldalan 2-sin® x +3-cos” x = 2-sin” X+ 2-cos” X + cos” X,
ebbdl pedig a sin® x +cos® x =1 trigonometrikus azonossag alapjan az kovetkezik, hogy
(6) 2-Jsin x|+ 3-|cos| > 2 + cos” X.
Mivel cos® x >0, ezért (6)-bol a

2-Jsin x|+ 3-|cos x| > 2
bizonyitando allitas azonnal adodik.

Egyenldség pontosan akkor all fenn, ha cosx =0, ekkor |sin X| =1, azaz sin x = 1.

Az egyenlbtlenségben az egyenlGség esete tehat az X = % +k-7  (k e Z) valés szamokra

all fenn.

Osszesen:

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

10 pont
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2. Megoldas:

Mivel [sin x| > 0 és |cos x| > 0, ezért a bizonyitandd 2-sin X|+3-|cos x| > 2 egyenl8tlenség
mindkeét oldalanak négyzetre emelése ekvivalens atalakitas. 1 pont

A négyzetre emelés utan azt kapjuk, hogy

(1) 4-Jsin x|2 +12-Jsin X/ -|cos x| +9-|cos x|2 >4, 1 pont
Nyilvanvalo, hogy [sin x|2 =sin” x és |cos x|2 =cos® X, ezért az (1) dsszefiiggésbdl eldbb

4-sin® x +12-[sin x| -|cos| + 9- cos® x > 4 illetve

(2) 4. (sin2 X + cos’ x)+12 ‘Jsin X -|cos x| + 5 cos® x > 4
kovetkezik. 2 pont
A sin® x +cos® x =1 trigonometrikus azonossag alapjan (2)-bél azt kapjuk, hogy

©) 12-Jsin x| -|cos x| +5-cos” x> 0. 2 pont

A (3) egyenlétlenség pedig nyilvanvaléan teljesiil, hiszen [sin X| > 0 és |cos x| > 0, tovabba

1 pont
cos’ x>0,
Egyenléség esetén 12 -|sin x| - |cos x| + 5 |cos x|2 =0, azaz
(4) lcos x| - (12 -fsin x| +5-|cos x|) = 0. 1 pont
Mivel [sin x| >0 és |cosX| >0, ezért 12-[sin x| +5-|cos x| = 0 csak akkor allhatna fenn, ha
|sin x| =0 és |cos x| =0 egyszerre lenne igaz, de ez nem teljesul egyetlen x valds szamra
sem. 2 pont
Ezért csak [cos x| =0 lehetséges, ekkor cosx =0, és igy [sin X| =1, azaz sin x = +1.
Az egyenldtlenségben az egyenléség esete tehat az x = % +k-7z (ke Z) val6s szamokra
A1l fenn. 1pont

Osszesen: 10 pont
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3. Megoldas:

A derékszogl koordinatarendszerben megrajzolt, origd kdozéppontu, egységnyi sugara
korben cosx és sin x rendre az T(l;O) egységvektortol x radian széggel elforgatott
egységvektor koordinatai.

Ha sin x = 0, akkor |cos x| =1.

Ekkor a bizonyitando6 2- |sin X| +3- |COS X| > 2 egyenlGtlenség nyilvanvaldan teljestil.

Egyenléség azonban nem allhat fenn, mert 2-0+3-1> 2.,

Ha pedig cosx =0, akkor [sin x| =1.

A bizonyitandd 2-|sin X|+3-|cosX| > 2 egyenl8tlenségben ekkor az egyenl8ség esete 4ll

fenn.

Végil, ha sin x = 0 és cosx = 0 egyszerre igaz, akkor [sin x| és |cos x| az egységnyi atfogoj

derékszogli haromszog befogoi.
Erre a haromszogre teljesul a haromsz6g-egyenlétlenség, azaz

(1) |sin x|+ |cos x| > 1.
Az (1) 6sszefiiggésbdl kapjuk, hogy

2-[sin x|+ 2-|cos x| > 2,
innen pedig |cos x| > 0 miatt adddik a bizonyitandé

2-[sin x| +3-|cos x| > 2
egyenlétlenség.

Minden lehetséges esetet megvizsgaltunk, azt kaptuk, hogy az 2-sin x|+ 3-|cos x| > 2
egyenl6tlenség minden X € R szamra igaz.

Egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha cosx =0, ekkor |Sin X| =1, vagyis sinx = £1.

y s ; T / p p
Az egyenldség esete tehat az X = 5 +k-7m (k € Z) valds szdmokra all fenn.

Osszesen:

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont
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4. Hatdrozza meg a 2092 .3%0sV2 g¥eaqiz | 5015%0ms Y2 Gorat utolsé

szamjegyeét!

Megoldas:

Tekintsiik a szorzat egyik tényez&jét, ebben a hatvanyalap legyen k (k = 2;3;4;...;2015), ez

esetben a hatvanykitevo rendre
(k-1)-log ;2.

Ekkor a hatvdnyozas azonosséaga alapjan:

(1) k(k—l)»logﬁﬁ _ \/Ez-(k—l)-logﬁﬁ

Az (1) jobb oldalan alkalmazva a hatvanyozas azonossagat, azt kapjuk, hogy

@) \/E?(k—l)-logﬁﬁ _ ((\/E)Iog[f) 2(k 1).

J2
A logaritmus definicidja szerint (\/K )Iog[k g J2 | ezért (1) és (2) felhasznélasaval

3) k(k—l)-logﬁ\/f _ (\/5)2‘('“1) _ okl

A (3) alapjan a szorzat minden tényez6je azonosan atalakithat6 Ggy, hogy 2-nek a k
hatvanyalapnal éppen 1-gyel kisebb hatvanyat kapjuk.

Eszerint a szorzat felirhat6 a kovetkezd forméban is:

(4) ol 92 92013 52014 _ 9l+2+.+2013+2014

(4) jobb oldalan a kitevében lathato 6sszeg egy olyan szamtani sorozat elsé 2014 tagjanak
osszege, amelyben az elsd tag a, =1 és a differencia d =1. A szdmtani sorozat

dsszegképletével felirva

20142015
(5) 21+2+...+2013+2014 _ 2 2 _ 210072015

Felhasznaljuk, hogy a 2 hatvanyainak utolso szdmjegyei 2;4;8;6 négyes ciklussal

ismétlddnek. Ezért a 2 hatvanykitevéjének 4 -es maradéka meghatarozza a szorzat utolso
szamjegyeét.

Az 1007 ésa 2015 szamok 4 -es maradéka egyarant 3, ezért szorzatuk 4 -es maradéka 1.

Emiatt a 21997215 tehata 2492 320952 4300532 | 50152000 ms V2 o000t itolso
szamjegye a 2.

Osszesen:

Megjegyzés: A versenyz6 az 1007 - 2015 = 2029105 szorzat 4 -es maradékat
szamoldgéppel is kiszdmolhatja.

1 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

10 pont
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5. Az ABC haromszdgben a szokasos jel6lések mellett o = 60° és g =40°.
Legyena P ponta BC oldal egy belsé pontja.
Bizonyitsa be, hogy az ABP haromszog korllirt korének kozéppontjat az AP
egyenesre tilkrozve a PCA haromszog korulirt korének egy pontjat kapjuk!

Megoldas:
A feltételeknek megfeleld abrat készitiink (1. abra).

1. 4bra

Az 1. &bran az ABP haromszog koré irt p korének kdzéppontjaaz O pont.
A p korben az ABP £ =40° keruleti szdg, ez a sz6g ahhoz az AP ivhez tartozik, amelyen
az A pontbdl a P pontba negativ irdnyban haladva juthatunk el.

Az AOP/ pediga p korben ugyanehhez az ivhez tartoz6 kdzépponti szég.
Igy a keriileti és kozépponti sz6gek tétele alapjan AOP/ =2-ABP / =80°.

Legyen az O pontnak az AP egyenesre vonatkozd tikorképe a K pont.
A tengelyes tikrozés a szogek nagysagat nem valtoztatja meg, ezért

(1) AOP « = AKP £ =80°.
Ugyanakkor az ABC haromszdg C csucsanal fekv belsé szogére

y = ACB ./ =80°.

Nyilvanvalo, hogy a K és C pontok az AP egyenesnek ugyanazon oldalan vannak, hiszen
P ponta BC oldal bels6 pontja.

Eszerintaz AP egyenesnek ugyanazon oldalan levé K és C pontokbél az AP szakasz
egyenld nagysagu szogekben latszik, ezérta K és C pont is rajta van az AP szakasz folé
rajzolt 80° -os latdszogkoriven.

Ez azt jelenti, hogy a K pont rajta van a PCA haromszdg kordlirt korén, és éppen ezt
akartuk bizonyitani.

Osszesen:

1 pont

1 pont

2 pont

2 pont

1 pont

2 pont

1 pont

10 pont

OKTV 2015/2016 8 maésodik forduld



Matematika I. kategéria

Megjegyzés: Megmutathato, hogy a feladat allitasa altalanosabb esetben is igaz.

Megoldasunk soran ugyanis lényegében csak azt hasznaltuk ki, hogy az ABC/ = f és az
ACB Z =y jelbléssel y =24, valamint azt a fontos feltételt, hogy az O és B pontok az
AP egyenes altal hatarolt ket félsik kdzil ugyanabba a félsikba esnek.

Ezt ki kell egésziteniink azzal, hogy mivel y + =38 és y + 3 <180°, ezért 343 <180°,
azaz p <60°.

Eszerint az allitas teljestil minden olyan haromszégre, amelyben 0° < £ < 60°, tovabba

y=2p,6ésaz O és B pontok az AP egyenes altal hatarolt két félsik kézul ugyanabba a
felsikba esnek.
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