1.

OKTATASI HIVATAL

2022/2023. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
donto fordulo

MATEMATIKA I. KATEGORIA
(szakgimnazium, technikum)
Javitasi-értékelési utmutato

Adott a sikban egy 20 oldalu konvex sokszdg, melynek csucsai rendre 4, 4,,..., 4,,. Tekintsiik

azokat a konvex négyszogeket, amelyeknek csucsai a hliszszdg csucsai koziil keriilnek ki. Az
igy kapott négyszogek kozott hany olyan van, amelynek nincs k6zds oldala az A4 4,...4,,

huszszog oldalaival? (Két négyszoget kiilonbozdnek tekintiink, ha legalabb az egyik csucsuk
kiilonboz6.)

Els6 megoldas:

Osszeszamoljuk azokat a konvex négyszogeket, amelyeknek a csucsai az adott
huszszog csucsai koziil keriilnek ki, majd ezek szamabol kivonjuk azoknak a konvex
négyszogeknek a szamat, amelyeknek van kozos oldala a huszszéggel. Mivel az

20
A4,4,,...,4,, pontok koziil 4 pontot ( 4 j: 4845 -féleképpen lehet kivalasztani, és

minden kivalasztott pontnégyes pontosan egy konvex négyszoget hataroz meg, ezért
Osszesen 4845 konvex négyszoget hatdroznak meg a hliszszog csucsai. 1 pont

Azok a konvex négyszogek, amelyeknek van kozos oldala a huszszoggel, a k6zos
oldalak szama szerint harom csoportba sorolhatok.

Ha a négyszognek ¢és a huszszognek harom kozds oldala van, akkor ezek a
htszszogben csak szomszédos oldalak lehetnek (1. abra). Az oldalak koziil a

,,k0zéps6”, az abran 4 4, -vel jelolt oldal a hiszszog barmely oldala lehet, igy

megvalasztasara 20 lehetdség adodik. Tehat az ilyen négyszogek szama 20.

1 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Vizsgaljuk azokat a konvex négyszogeket, amelyeknek két kozos oldala van a
huszszoggel. Ha a k6zos oldalak a huszszogben szomszédos oldalak (2. abra), akkor
ennek a két oldalnak a kdzds végpontja a hliszszog barmely csticsa lehet (az abran ez
a csucs A4,), igy megvalasztdsara 20 lehetdség adodik. A szomszédos oldalak
végpontjai a négyszog harom csucsat meghatarozzak, a negyedik csucs pedig 15-féle
lehet (az abran az A, A,,A4, csGcsok mellé az 4,, illetve az A4,, csucsok nem
valaszthatok, mert akkor a kivélasztott négyszognek mar 3 kozos oldala lenne a
huszszoggel), ezért az ilyen tulajdonsagu négyszdgek szama 20 - 15 = 300.

2. abra 2 pont

Ha a négyszognek ¢€s a hliszszognek két kozos oldala van, de azok nem szomszédos
oldalak a huszszogben (3. abra), akkor az egyik kozds oldal megvélasztasara 20
lehetdségiink van, a masik kozos oldal 15-féle lehet (az dbran az 4,4, oldal mellé az

A As, A A, Ag A, oldalak  valaszthatdk), ezért ilyen négyszogbdl Osszesen

20—;5 =150 van.

3. dbra 2 pont
Tekintsiik azokat a konvex négyszogeket, amelyeknek egyetlen kozds oldala van a
huszszoggel. Tegytik fel, hogy a kozos oldal a huszszog A4 A4, oldala. A négyszog
tovabbi két csucsa az 4,,..., 4, cstcsok kozil barmelyik két nem szomszédos csucs

16
lehet. Az A,,..., A, csicsok koziil dsszesen ( 5 J =120 féleképpen valaszthatunk ki

két csucsot, €s ezek koziil 15 esetben (A4, 4, ..., A A,,) kapunk szomszédosokat. Ezért

azoknak a konvex négyszogeknek a szdma, amelyeknek csak az 4,4, oldaluk k6zos a

htszszog oldalaival 120 — 15 = 105.
Mivel a kozos oldalt 20-féleképpen valaszthatjuk meg, ezért a négyszogek szama

0sszesen 20-105 =2100. 3 pont
A feladat feltételeinek megfeleld konvex négyszogek szdma tehat
4845 —20—300 - 150 — 2100 = 2275. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Masodik megoldas:

Osszeszamoljuk azokat a konvex négyszdgeket, amelyeknek egyik csticsa megegyezik
a hszszog rogzitett A, csticsaval, tovabba nincs kozos oldaluk a hiszszog oldalaival.
Ha elindulunk pozitiv koriiljaréasi irdnyt kovetve valamely, a feltételeknek megfeleld
négyszog oldalain az A4, csucstdl kezdve, és minden oldalnal megszamoljuk, hogy a
htuszszognek héany csucsa taldlhatd az oldalegyenes négyszoget nem tartalmazo
partjan, akkor olyan x, y, z, u pozitiv egész szdmokat kapunk, amelyekre

(1) x+ty+z+u=16.

A 4. abran lathato A4 A4,4,4,; négyszog esetén:

x=1(4,),y=1(4,),z=12 (4, 4,,....4,,) ,u=2 (4,,4,) -

Tovéabba minden olyan pozitiv egészekbdl allo (x, y, z, u) szamnégyes, amelyben a
tagok 0sszege 16, meghataroz pontosan egy olyan négyszoget, amelynek nincs k6zos
oldala a huszszog oldalaival, és az 4, csucstol kezdve a négyszog oldalegyenesei a

hiszszogbdl rendre x, y, z és u darab csticsot ,,valasztanak le”. Ebbdl adéddan az 4,

csticsot tartalmazd négyszogbdl pontosan annyi van, ahany megolddsa az (1)
egyenletnek van a pozitiv egészekbdl allo szamnégyesek halmazan. 2 pont
A (1) egyenlet megoldasainak szemléltetéséhez tekintsiink egy 16 egység hosszu
szakaszt, amelyet 1 egység hosszu részekre bontunk. A 16-ot annyiféleképpen lehet
4 pozitiv egész szam Osszegére bontani, ahanyféleképpen a szakasz 4 részre bonthato
a belsd osztopontok segitségével. Ehhez a belsé osztopontok koziil 3-at kell

15
kivalasztani, amit ( 3 j =455 -féleképpen tudunk megtenni. 2 pont

Eredményiink alapjan a huszszdg cstcsai koziil 455-féleképpen tudunk kivalasztani
olyan konvex négyszoget, amelynek egyik csticsa a rogzitett 4, cstcs. Mivel a
htszszog barmely csticsat rogzithetjiik, ezért a négyszogek szama 455 -20 = 9100. 2 pont
A fenti eredményben a négyszogeket tobbszor is szamoljuk. Valdjaban minden
kivalasztott négyszog mind a négy csucsa lesz rogzitett helyen, azaz minden
négyszoget 4-szer szamolunk. Tehat a feltételeknek megfeleld négyszdgek szdma
L‘?O=2275. 2 pont

Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

2. a) Oldja meg a kovetkezd egyenletet a pozitiv egész szamparok halmazan:
1 1 3
x o ox, 2

ahol 1<x, <x,.

b) Melyek azok az n >3 pozitiv egész szamok, amelyekre az

I 1 I 3
—t— o+ —==

XX, x, 2

n

egyenletnek van paronként kiilonbozo pozitiv egész szamokbol all6 megoldasa?

ElsO0 megoldas:

a)
A megoldast két esetre bontjuk.
L. eset:
Ha x, = 1, akkor
1 1 3
—_—t == ,
I x, 2
amelybdl x, = 2. 1 pont
II. eset:
Ha x, > 1, akkor x, > 2, hiszen x| <x,.
Ekkor
1 1 1.1 3
—f—<—t—==,
x x, 1 2 2
tehat nincs megoldasa az egyenletnek.
Az egyenlet egyetlen megoldasa: x, =1 és x, =2. 2 pont
b)
Teljes indukcidval bebizonyitjuk, hogy az egyenletnek minden n > 3 pozitiv egész
szam esetén van a feltételeknek megfelel6 megoldésa. 1 pont
Vizsgaljuk az egyenlet megoldhatosagat n = 3 esetén.
Az a) feladatrész megoldasa alapjan %4‘% = %,
amelybdl 3-mal valo6 osztas utan
I 1 1
—+—=—.
3 6 2
A fenti egyenléség mindkét oldaldhoz 1-et hozzéadva azt kapjuk, hogy
I 11 3
—+—+—==.
1 3 6 2
fgy n = 3 esetén az egyenletnek van megoldésa, példaul x, =1 x,=3 ¢ x;=6. 1 pont

Tegyiik fel, hogy az allitas valamely n-re igaz, azaz léteznek az 1<a, <a, <...<a,
egész szamok ugy, hogy

3
—+—+...+—=5. lpont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Igazoljuk, hogy n + 1-re is van a feltételeknek megfelelé megoldas.
Elosztjuk a fenti egyendség mindkét oldalat 3-mal:
1 1 I 1

—t— .=,
3a, 3a, 3a, 2
majd hozzdadunk mindkét oldalhoz 1-et, igy azt kapjuk, hogy

1 N 1 N 1 - I 3 5 vont

T T T.. T ——=—. on

1 3a, 3a,  3a 2 P
Az indukcios feltevés alapjan a kapott egyendség bal oldalan 4llo tortek nevezdjében

1év6 szamok paronként kiilonbozdek, igy az x, =1<x, =3a, <x;, =3a, <..<x

=3a
n+l n

szamok az n + 1 ismeretlenes egyenlet egy megoldasat adjak. 1 pont
Tehat minden n>3 pozitiv egész szdm esetén van a feltételeknek megfeleld
megoldasa az egyenletnek. 1 pont

Osszesen: 10 pont

Masodik megoldas:

a)
Az egyenlet ekvivalens atalakitdsok utan a
(3x,-2)(3x,-2)=4
alakban irhato. 1 pont
Az 1<x, <x, feltételt figyelembe véve 0<3x, —1<3x,—1, igy a 4-nek egyetlen

szorzattd bontdsa megfeleld, mégpedig 3x, —2=1 és 3x, —2=4. 1 pont
Az egyenlet egyetlen megoldasa: x, =1 és x, =2. 1 pont
b)

Felhasznaljuk, hogy minden pozitiv egész n-re teljesiil a kovetkezd dsszefliggés:

(1) 1 = L + ! 2 pont

n n+l nn+1)
Az azonossag a jobb oldalon 4all6 tortek kozds nevezére hozéasaval egyszerlien
bizonyithato, hiszen

1 1 n 1 n+1 1
+ = + = =—. 1 pont
n+l nn+1l) nn+1) nn+1) nr+l) n
Az a) feladatrész megoldasa alapjan %+% = %

Alkalmazzuk az (1) azonossagot a bal oldalon allo6 masodik tortre, igy adodik, hogy
1 1 1.1 1 3
+

12 136 2
fgy n = 3 esetén az egyenletnek van megoldasa, példaul x, =1, x, =3 és x, =6. 1 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Folytassuk az eljarast, és alkalmazzuk ismét az (1) azonossagot a bal oldalon all6
utolso tortre, igy azt kapjuk, hogy
111 11 1 1 3
—+—t—=—F—+—F+—=—.
1 3 6 1 3 7 42 2
fgy n = 4 esetén az egyenletnek van megoldasa.
Ha k darab 1 szamlaloja tort Osszege % ¢és a nevezdk szigoruan monoton ndvekvd

sorrendben kovetik egymast, akkor az (1) azonossag utols6 tortre vonatkozo
alkalmazésa utan a tortek szdma 1-gyel nd, a nevezdk pedig tovabbra is szigortian

monoton novekvd sorrendben kovetik egymast, igy a % eléallithatd k+ 1 darab

1 szamlaloja (paronként kiilonb6z0) tort 6sszegeként is. 2 pont

Tehat minden n >3 pozitiv egész szam esetén van a feltételeknek megteleld

megoldasa az egyenletnek. 1 pont
Osszesen: 10 pont

3. Adottaz O csucsu 60°-o0s szogtartomany, ¢s a belsejében egy P pont. A P pont szogszaraktol
valo tavolsagat jeldlje a, illetve b.

a) Fejezze ki az OP tavolsagot a és b fiiggvényeként.

b) Bizonyitsa be, hogy végtelen sok olyan kiilonbdzd pozitiv a és b egész szdm 1étezik,
amelyekre az OP tavolsag is egy pozitiv egész szam.

Megoldés:

a)
Abrat készitink a megoldashoz, amelyen a P pontbdl a szogszarakra allitott
merdlegesek talppontjat jelolje 4 és B.

Az OAPB négyszog hurnégyszog, mert két szemkozti szogének dsszege 180°. 1 pont
A Thalész-tétel megforditasa miatt az OAPB hurnégyszog koré irhatdo kor
K kodzéppontja egybeesik az OP szakasz felez6pontjaval. 1 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Az APB sz6g 120°-os, illetve a kertileti és kdzépponti szogek tétele miatt az AKB szog
nagysaga szintén 120°. 1 pont
Felirjuk a koszinusztételt az APB, illetve az AKB haromszogekre. Ha az OAPB
négyszog koré irt kor sugarat r jeloli, akkor az alabbi dsszefliggéseket kapjuk:

AB* =2r* —2r* -c0s120°,
AB? =a* +b* —2ab-cos120°. 2 pont

Mivel cos120° = —% , ezért a megfeleld algebrai atalakitasok utdn az

a’+ab+b*
r:1/—
3

Osszefliggéshez jutunk, amelybdl az OP tavolsagot az a és b fiiggvényeként az alabbi

alakban kapjuk:
2 2
OP:Zr:2-‘/%. | pont

Elegendd bizonyitani, hogy léteznek a feltételt kielégitd a és b pozitiv egész szamok,
hiszen ha egy (a, b) szampar esetén ¢ értéke pozitiv egész szam, akkor tetszéleges k >

b)
Az OP tavolsagot jelolje c.

1 egészre (k -a, k -b) esetén is ugyanez teljestil. 1 pont
Az a) feladatrész eredményét felhasznalva

2 2
cen. fa +c;b+b ’

E 4a’ +4ab + 4b
3 :
A kapott egyenldséget rendezve és a jobb oldalon teljes négyzetet kialakitva kapjuk,

hogy

amelybdl

3¢® -3b* =(2a+b)’.
Mivel a bal oldalon 4ll6 kifejezés oszthatd 3-mal, ezért 3| 2a + b is teljesiil. *1 pont
Ha a és b kiilonb6z6 pozitiv egészek, akkor elegendd 2a + b lehetséges értékeire
(6; 9; 12; 15;...) ellendrizni, hogy kapunk-e megoldast. Rovid szamolas utan kapjuk,
hogy 2a+ b =15esetén az a =2 és b = 11 értékek megfeleldek. *1 pont
gy minden k> 1 egészre a = 2k és b = 11k esetén az OP tavolsag pozitiv egész szam. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: A csillaggal jel6lt pontokat a versenyzo akkor is megkaphatja, ha ellenorzéssel
egyiitt megad két olyan a és b pozitiv egész szamot, amelyre OP tavolsag is pozitiv egész.
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Tovabbi megoldasok az a) feladatrészre:

Masodik megoldas:

Abrat készitink a megoldashoz, amelyen a P pontbol a szogszarakra allitott
merdlegesek talppontjat 4 és B, tovabba az AOP szoget a jeloli. Az OP szakasz hossza
legyen c.

Ekkor a POB szbdg 60° — a. 1 pont
Az AOP és BOP derékszogili haromszogekben teljesiil, hogy
(1) sina = ﬁ’
c

illetve

. b
2) sin(60°—a) =—. 1 pont

c

A (2) egyenldség bal oldalan alkalmazva a két szog kiilonbségének szinuszara
vonatkoz6 addicios-tételt:

3 1 .
3) £cosm——smoc:—. 1 pont
2 c

Az (1) Osszefiiggés alapjan sina -t a (3)-ba behelyettesitve, majd cosa -t kifejezve

a+2b
4) coso = . 1 pont

NER
Felhasznalva az (1) és a (4) egyenldséget, valamint a sin” 0.+ cos’ a =1 azonossagot,
az alabbi egyenldség adodik:

2 2
a_ . (a+2b)” _ 1. 1 pont

2 2
c 3c
Az egyenldségbdl fejezziik ki c-t. Algebrai atalakitasok utan az

2 2
OP=c=2. /%

Osszefiiggést kapjuk. 1 pont
Osszesen: 6 pont

OKTV 2022/2023 8 dontd fordulo



Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Harmadik megoldas:
Abrat készitink a megoldashoz, amelyen a P pontbol a szogszarakra allitott
merdlegesek talppontjat jeldlje 4 és B.

0= : A C
Jeldlje az OA szdgszar és a BP szakasz meghosszabbitasanak metszéspontjat C. Ekkor
az ACP (félszabalyos) derékszdgii haromszdgben PC = 2a. 2 pont
A BOC haromszogben:

2a+b
tg60° = =3,
8 0B

2a+b
\/g )

A BOP haromszdgben Pitagorasz-tételt hasznalva kapjuk, hogy OP”> =b’+OB’,

amelybdl OB = 2 pont

amelybdl algebrai atalakitasok utan az

2 2
OP—1. /a +c;b+b

Osszefliggés adodik. 2 pont
Osszesen: 6 pont
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