OKTATASI HIVATAL

A 2023/2024. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
elso fordulo

MATEMATIKA I. KATEGORIA
(szakgimnazium, technikum)
Javitasi-értékelési utmutato

1. Oldja meg a kdvetkezd egyenletrendszert az egész szdmparok halmazan:

x+y° =2
x>+ =2.

Els0 megoldas:

Figyelembe véve, hogy x €s y egész szamok, a masodik egyenletben a bal oldali

dsszeg csak akkor lehet 2, ha x* =1 és y° =1. 4 pont
Ez négy esetet eredményez.

[Leset: x=—1¢ésy=—1.

Ekkor az els6 egyenlet ellentmondasra vezet, igy ez nem megoldas. 1 pont
Il.eset: x=—1¢ésy=1.

Ekkor az els6 egyenlet ellentmondasra vezet, igy ez sem megoldas. 1 pont
I eset: x=1¢ésy=-1.

Az adott szampar teljesiti az elsé egyenletet. 1 pont
IV.eset:x=1¢ésy=1.

Az adott szampar teljesiti az els6 egyenletet. 1 pont
Az egyenletrendszer megoldasai tehat x, =1, y, =1, illetve x, =1, y, =1.

A kapott megoldasparok valoban kielégitik az egyenletrendszert, amirdl behelyettesi-

téssel meggy6zddhetiink. 2 pont
Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Masodik megoldas:

Az elsé egyenletbdl kifejezziik y*-et: y* =2—x.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe az x* + (2 — x)’ = 2 harmadfokt egyenlethez
jutunk. 1 pont

A zarojel felbontasa és rendezés utan az x° —7x° +12x—6 =0 egyenletet kapjuk. 1 pont
Megfelel6 modon csoportositva, majd szorzatta alakitva:

X =x*—6x*+12x—6=0,
x*(x=1)=6(x—-1)> =0,
(x=1)(x* —6x+6)=0. 3 pont*
A szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, emiatt a kovetkezd két esetet
vizsgaljuk:

1. eset: x = 1. 1 pont
Ekkor y* =2—x miatty=—1 vagyy = 1. 1 pont
2. eset: x”—6x+6=0. A kapott egyenletnek nincs egész megoldasa. 1 pont

Az egyenletrendszer megoldasai tehat x, =1, y, =—1, illetve x, =1, y, =1.

A kapott megoldasparok valdban kielégitik az egyenletrendszert, amirdl behelyettesi-

téssel meggydzddhetiink. 2 pont
Osszesen: 10 pont

Harmadik megoldas:

Az els6 egyenletbdl kifejezziik x-et: x =2—y°.
Ezt behelyettesitve a masodik egyenletbe a (2—y*)” + y° = 2 hatodfokli egyenlethez
jutunk. 1 pont
A zarojel felbontésa és rendezés utdn az y° +y* —4y” +2 =0 egyenletet kapjuk. 1 pont
Megfelel6 modon csoportositva majd szorzatta alakitva:

Y=y 42yt -4y’ +2=0,

YO’ =D+20" -1)° =0,

(" =D(* +2y* =2)=0. 3 pont*
A szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0, emiatt a kdvetkezo két esetet

vizsgaljuk:

1. eset: y* =1. Ekkor y =—1 vagy y = 1 az egyenlet megoldésa, 1 pont
amelybdl x = 1. 1 pont
2. eset: y*+2y*—2=0. A kapott egyenletnek nincs egész megoldasa. 1 pont

Az egyenletrendszer megoldasai tehat x, =1, y, =1, illetve x, =1, y, =1.

A kapott megoldasparok valdban kielégitik az egyenletrendszert, amirdl behelyettesi-

téssel meggy6zddhetiink. 2 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt harom pontot kapja meg a versenyzo, ha a helyes szorzatalakot

barmilyen, jol indokolt modszerrel megkapja (pl. gyoksejtéssel és polinomosztassal).
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

2. Hany olyan négyjegyli pozitiv egész szdm van, amelyben az els§ hdrom szamjegy Osszege
megegyezik a negyedik szamjeggyel? Ilyen szam példaul az 1203.

Els6 megoldas:

A lehetdségeket a szamok utolsé szdmjegye szerint csoportositva szamoljuk Ossze.

Az 1-re végz6dd szamok koziil egyediil az 1001 felel meg a feltételeknek. 1 pont
A megfeleld 2-re végz6dd szamok: 1012, 1102, 2002, tehat dsszesen 3 darab ilyen
szam van. 1 pont

A tovébbiakban a feltételeknek megfeleld négyjegyli szamokat a szdmjegyek értéke-
nek megfeleld darabszamu + jelekkel, valamint az egyes helyiértékeken allo szamje-
gyek elvalasztasara szolgalo | jelekkel irjuk le. Példaul az 1203 leirasara a +|++||+++
jelsorozatot hasznaljuk. A kapott jelsorozatban az elsé | jel eldtt legalabb 1 darab + jel
van, tovabba az utolso | jelet pontosan annyi + jel kdvet, amennyi az elvalasztojel elott
van. Az ilyen jelsorozatok ¢€s a feltételeknek megfeleld szamok kdlcsondsen egyértel-
miien megfeleltethetok egymasnak, ezért elegendd a jelsorozatok szamat meghata-
rozni. 2 pont
A 3-ra végz6d6 szamokat Osszesen 6 darab + jellel, és 3 darab | jellel lehet leirni. A
jelsorozatok + jellel kezdddnek, és a |+++ jelekkel végzddnek. Ezért 2 darab + jelet,

4
¢és 2 darab | jelet kell sorba rendezni, igy 6sszesen [J =6 darab 3-ra végz6do szamot

kapunk. 1 pont
Ha a négyjegyli szam utols6 szamjegye k (k > 3), akkor 0sszesen k — 1 darab + jelet,

¢és 2 darab | jelet kell egymas mellé helyezni, ezért k-ra végz6doé szambol Gsszesen 1 pont
k+1

( 5 j darab van. 1 pont

A keresett négyjegyli szamok szdma ezért

SOGHOO0E -

=165. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Masodik megoldas:

A feltételeknek megfeleld szamok utols6 szdmjegye megegyezik az elsé harom szam-
jegy Osszegével, ezért ez az 6sszeg legfeljebb 9 lehet. 1 pont

A négyjegyll szamokat az elsé megoldasban latott modszerhez hasonléan ezuttal is +
jelekkel és | jelekkel irjuk le, de ezuttal csak az elsd harom szamjegyet fogjuk megadni
(ezek Osszege meghatarozza a negyedik szamjegyet).

Helyezziink el 9 darab + jelet egymas mellé. A + jelek koze elhelyezziik a helyiértékek
elvalasztasara szolgalo | jeleket. A négyjegyii szam elsé szamjegye megegyezik az
elsd elvalasztojelig talalhato + jelek szamaval, a méasodik szamjegy az els6 és a maso-
dik elvélasztojel kozotti + jelek szamaval, a harmadik szdmjegy pedig a masodik és
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

harmadik | jelek kozti + jelek szamaval. A szam utols6 szamjegye a harmadik | jelig
megtalalhato + jelek szdmaval egyenld.

Példaul az 1203-nak megfeleld jelsorozat: +[++||++++++. 3 pont
Az elso elvalasztojel elott legalabb 1 darab + jelnek kell allnia (hiszen az els6 szamjegy
legalabb 1). A leirt tulajdonsagokkal rendelkez0 jelsorozatok, és a feltételeknek eleget

tevO négyjegyt szdmok kdlcsondsen egyértelmiien megfeleltethetok egymasnak, ezért

elegendo a jelsorozatok szamat meghatarozni. 2 pont

A jelsorozatokban az els6 + jel helye rogzitett, utdna 6sszesen 8 darab + jelet, valamint

3 darab | jelet kell sorba rendezni. 2 pont
11

Ebbdl adododan a jelsorozatok, és igy a megfeleld négyjegyli szamok szama [ 3 j = 1 pont

=165. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés: Teljes pontszamot kapjon a versenyzo, ha rendezetten felsorolja a lehetséges négy-
Jegyii szamokat, és ez alapjan helyesen valaszol.

3. Adott a valos szamok halmazan az
1

X)=
L PR
hozzarendelési szaballyal értelmezett fliggvény.
Hatarozza meg a fliggvény maximumat. Hol veszi fel a fliggvény ezt az értéket?

Els0 megoldas:

A nevezOben szerepld tagokat az abszolut érték definicidja szerint esetekre bontjuk:
—(x-1), hax<l,
|x - l| =
x—1, hax>1;
—(x+3), hax<-3,
|x + 3| =

1. eset: Ha x < -3, akkor

1) 1 1 1 -1 1 ¢
= = = = . on
—l[+2-x+3 —(x-D-2(x+3) -3x—5 3x+5 P
2. eset: Ha -3 < x <1, akkor
1 1 1
X)= = = . 1 t
S 2 ee 3 —G-D+243) x+7 pon
3. eset: Ha 1< x, akkor
1 1 1
S(x)= 1 pont

—1[+2-x+3] x—1+2(x+3) 3x+5
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

, ha x<-3,
3x+5

1

Tehat f(x)=
x+7

, ha —3<x<1,

, hal<ux.
3x+5

Megvizsgaljuk az egyes tartomanyokon a fliggvény monotonitasat.

1. eset: Ha x < -3, akkor az f fliggvény egy olyan racionalis tortfliggvénnyel egyenld,

amely a megadott tartomanyon szigorian monoton ndvekedo. 1 pont
fgy ezen a tartomanyon a fiiggvény a maximumat az x = —3 helyen veszi fel, melynek

érteke f(-3)= % . 1 pont

2. eset: Ha —3<x <1, akkor az f fiiggvény egy olyan racionalis tortfliggvénnyel

egyenld, amely a megadott tartomanyon szigortian monoton csokkend, ! pont
ezért értékeire itt teljesiil, hogy % <f(x)< % 1 pont
3. eset: Ha pedig x>1, akkor az f fliggvény egy olyan raciondlis tortfiiggvénnyel
egyenld, amely megadott tartomanyon szigortian monoton csdkkend, ezért értékeire itt
teljesiil, hogy 0< f(x) < % 1 pont

Mindezek alapjan a fliggvény maximumeértéke % , amelyet az x = -3 helyen vesz fel. 1 pont

Osszesen: 10 pont
Megjegyzés:
A
y
I
1
(=3 7) [1
/ g 13
3 1 x=
Masodik megoldas:

Megvizsgaljuk az f fliggvény nevezdjében szerepld kifejezés értékkészletét, legyen
g(x):|x—1|+2-|x+3

,Xx € R.

A g fiiggvényben szerepld tagokat az abszolut érték definicidja szerint esetekre bont-
juk:
—(x—1), hax<l,
1=
x—1, hax>1;
—(x+3), hax<-3,
PR
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

1. eset: Ha x < -3, akkor

g(x) =|x=1]+2-[x+3|==(x-1)=2(x+3) = -3x-5. 1 pont
2. eset: Ha -3 < x <1, akkor
gx) =[x —1|+2|x+3|==(x—D+2(x+3) =x+7. 1 pont

3. eset: Ha 1< x, akkor
g(x)=|x—1|+2:|x+3|=x—-1+2(x+3)=3x+5. 1 pont

—3x-5, ha x<-3,
Tehat g(x)=<x+7, ha-3<x<l,

3x+5, hal<ux.
Megvizsgaljuk az egyes tartoméanyokon a fliiggvény monotonitasat:
1. eset: Ha x < -3, akkor a g fliggvény egy szigortian monoton csdkkend linearis fligg-
vénnyel egyenld, igy g ezen a tartomanyon az x =-3 helyen veszi fel minimumat,
melynek értéke g(-3)=4. 1 pont
2. eset: Ha -3 < x <1, akkor a g fiiggvény egy szigorian monoton novekedd linearis
figgvénnyel egyenld, és igy értékeire a megadott tartomanyon teljesiil, hogy
4<g(x)<8. 1 pont
3. eset: Ha x > 1, akkor a g fliggvény egy szigorian monoton névekedd lineéris fligg-
vénnyel egyenld, és igy értékeire a megadott tartoméanyon teljesiil, hogy 8 < g(x). 1 pont
Tehat a g fliggvény minimumértéke 4, amelyet az x = -3 helyen vesz fel. 1 pont

Mivel g(x)=|x—1/+2-|x+3|>0 minden valos x esetén (ugyanis a nevezSben sze-

repld két abszolutértékes kifejezés nem lehet egyszerre nulla), és f(x) = , ezért

az f fliggvény a maximumat ugyanott veszi fel, ahol a g fliggvény a minimumat. 1 pont
Ebbdl addédodan f maximumértéke % , amelyet az x = -3 helyen vesz fel. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés:
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

4. Legyenek az 4 halmaz elemei azok a négyjegyli pozitiv egész szamok, amelyekre az alabbi két
feltétel egyidejiileg teljesiil:

(1) pontosan hat pozitiv osztojuk van,
(2) primosztdik Osszege 24.

Az A halmaz elemei koziil véletlenszertien kivalasztunk kettét. Mennyi annak a valdszintisége,
hogy a kivalasztott szdmok szorzata egy pozitiv egész szam harmadik hatvanya?

Megoldés:

Ha egy szamnak hat pozitiv osztoja van, akkor a primtényezds felbontasa p’° vagy
p-q° (p# q pozitiv primek) alakq. 1 pont
Ha a szam primosztoinak dsszege 24, akkor legalabb két kiilonb6z6 primosztdja van,
ezért nem lehet p° alaku. 1 pont
Két kiilonb6zd primszadm Osszege csak az alabbi esetekben 24:

5+19=7+17=11+13=24. 1 pont
Az (1) és (2) feltételeket kielégitd szamok:
19-5* =475, 5-19° = 1805, 17-7* =833, 7-17° =2023, 13-11> = 1573,
11-13* = 1859. 2 pont
Az A halmaz elemei négyjegyli szamok, ezért 4 = {1573; 1805; 1859; 2023}. 1 pont

4
Az A halmaz elemei koziil [J = 6 -féleképpen tudunk kivalasztani kettot, ezért 6sz-

szesen 6 eset van. 1 pont*
A kedvez0 esetben a két kivalasztott szam szorzata kobszam. Az 4 halmazban csak

egyetlen ilyen szdmpar van, az 1573 ¢és az 1859, tehat a kedvez6 esetek szama 1.

A szorzat 1573-1859 =117-13'-13% -11=11"-13° = (11-13)* =143’ valoban kébszam. 2 pont*

A kérdezett valoszinliség értéke a kedvezd esetek és az dsszes eset szdmanak hanya-

1
dosa, azaz e 1 pont

Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: A *-gal jelolt pontokat a versenyzé az alabbi gondolatmenetért is kapja meg:
Ezek koziil sorrendben 4 - 3-féleképpen tudunk kivalasztani kettot, ezért 6sszesen 12

eset van. 1 pont
A kedvezd esetekben a két kivalasztott szam szorzata kobszam.

Az A halmazban csak egyetlen ilyen szdmpar van, az 1573 és az 1859, tehat a kedvezd

esetek szama 2, mivel ezeket kétféle sorrendben valaszthatjuk ki.

A szorzat 1573-1859 =117-13'-13% -11=11"-13° = (11-13)* =143’ valoban kébszam. 2 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

5. Jeldlje a és b (a < b) egy derékszogl haromszog befogoit, ¢ az atfogodjat. A haromszog oldalaira
fennéll az a” +¢* =3ab Osszefliggés.
Bizonyitsa be, hogy a haromszog vagy egyenld szart, vagy az a oldal hossza mértani kozepe
az atfogohoz tartozd magassag €s sulyvonal hosszénak.

Megoldas:
A Pitagorasz-tétel alapjan
a’ +b* =,

amibdl a feladat feltételét felhasznalva a

2a° +b* =3ab
Osszefiiggéshez jutunk. 1 pont
A kapott egyenlet mindkét oldalat b-tel osztva (b>0)a
2
2.2 41=3.2
b b
egyenletet kapjuk. 1 pont

Vezessiik be az %: v helyettesitést. Ekkor a

2y*=3y+1=0
masodfoku egyenlethez jutunk, 1 pont
melynek gyodkei y, =1 és y, = % 1 pont
Ha y =1, akkor a = b adddik, vagyis ebben az esetben a haromszog egyenld szarq. 1 pont
Ha y= % , akkor b =2a. 1 pont
Ekkor a haromszog oldalai a, 2a, illetve x/ga. 1 pont

A Thalész-tétel megforditasa alapjan a derékszogii haromszog atfogdjahoz tartozo

. 5
stlyvonal hossza megegyezik az atfogd hosszanak felével, tehat s, = Ta. 1 pont

s 1 . 1 ab c-m, . . .
A derékszogl haromszog tertiletére T :T: 5 <, ahol m_ az atfogohoz tartozo

magassag hosszat jeloli, ezért m ab_aza_ 2 a 1
, . == =—A. t
¢ 5a 5 pon

Az atfogohoz tartoz6 magassag €s stilyvonal hosszdnak mértani kozepére

G=\m, s, =,|—=a-—a=a,

amellyel igazoltuk a feladat allitasat. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Sl o
2
|G
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Masodik megoldas:

A Pitagorasz-tétel alapjan
a’+b’=c’,
amibdl a feladat feltételét felhasznalva a
24’ +b* =3ab
Osszefiiggéshez jutunk. 1 pont
A kapott egyenletet rendezés utan szorzatta alakitjuk:
2a*> -2ab—ab+b* =0,

(a—b)(2a—-b)=0. 3 pont
Ha a — b =0, akkor a = b, vagyis ebben az esetben a haromszdg egyenld szart. 1 pont
Ha 2a - b =0, akkor b = 2a. 1 pont
Ekkor a hdromszog oldalai a, 24, illetve c. 1 pont

A Thalész-tétel megforditasa alapjan a derékszogii haromszog atfogdjahoz tartozo

sulyvonal hossza megegyezik az atfogd hosszanak felével, tehat s = % 1 pont

st ot 1A ; s . . . a
A derékszogl haromszog a oldallal szemkdzti o szogére egyrészt sin o =—, mas-
C

részt pedig sina = 5 <, ahol m, az atfogdhoz tartoz6 magassag hosszat jeloli, ezért
a

m,=—. 1 pont

Az atfogohoz tartoz6 magassag €s stilyvonal hosszdnak mértani kozepére

2
G=\m, s, = 2i§ =a,
c

amellyel igazoltuk a feladat allitasat. 1 pont
Osszesen: 10 pont
Harmadik megoldas:

A derékszogl haromszogben szokasos jelolések mellett @ =c-sina, b =c-cosa,
ezért 3ab =3c’sinacosa, 1 pont

amiket az a’ +c” = 3ab Osszefiiggésbe helyettesitve a

c’sin’ o+ ¢* = 3¢” sina cosa
egyenletet kapjuk. 1 pont
Az egyenlet mindkét oldalat elosztjuk -tel (c>0),igya

sin® o+1=3sinacosa
egyenlet adodik. 1 pont
Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve és felhasznalva, hogy cos® o =1—sin’ a,
majd rendezve kapjuk, hogy
10sin* 0. —7sin’ a+1=0. 1 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

Az y =sin” o helyettesités bevezetésével a 10y> —7y +1=0 egyenlethez jutunk,
1

. 1
melynek gyokei y, = 5 és y, = 3

Ha y= %, akkor sin” o = %, amelybdl 0° < a <90° miatt sino = 72

Ebben az esetben a = 45°, amibdl mar kdvetkezik, hogy a haromszog egyenld szara.

1 . 1 . . 1
Ha y= 3 akkor sin’ o = 3 amelybdl 0° < o < 90° miatt sina=——.

J5

Ebben az esetben a haromszdg oldalai a, 2a, illetve \/ga.
A Thalész-tétel megforditasa alapjan a derékszogli haromszog atfogojahoz tartozo

. 5
stlyvonal hossza megegyezik az atfogd hosszanak felével, tehat s, = Ta.

c-m,

A derékszogl haromszog tertilete 7' = az;b = 5 ahol m_ az atfogohoz tartozo

a-b a-2a 2
—_— =—a.

c \/ga 5

Az atfogohoz tartoz6 magassag €s stilyvonal hosszdnak mértani kozepére

G=\m, s, = ia-—Sa =a,

5

magassag hosszat jeloli, ezért m, =

[\S)

amellyel igazoltuk a feladat allitasat.

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

1 pont

Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési itmutato

6. Egy n oldalu szabélyos sokszog minden csucsdhoz hozzarendeljiik az 1, vagy a —1 szdmok
valamelyikét. Ezt kovetden minden élre rairjuk az adott ¢l végpontjaihoz hozzarendelt szamok
szorzatat. Lehet-e az ¢élekre irt szamok dsszege 999, ha

a) n = 2024,
b) n = 2023?

Els0 megoldas:

a)

A sokszdg minden élére kétféle szam keriilhet: 1 vagy —1, ezért ha a sokszég valame-

lyik ¢élére irt szam eldjele megvaltozik, akkor az ¢lekre irt szamok Osszege

2-vel n6, vagy 2-vel csokken. 1 pont
Pé¢ldéul, ha a sokszdg A csucsédhoz rendelt szam eldjelét megvaltoztatjuk, mikdzben a

tobbi csucshoz rendelt szamot valtozatlanul hagyjuk, akkor csak az 4 csucshoz csatla-

kozo két €lre irt szam eldjele valtozik meg. Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy csticshoz

rendelt szam eldjelét megvaltoztatjuk, akkor az élekre irt szamok Osszege vagy 4-gyel

nd, vagy 4-gyel csokken, vagy valtozatlan marad, igy az Osszeg 4-gyel valo osztasi

maradéka nem valtozik meg. 1 pont
Ha a sokszog minden csticsahoz 1-et rendeliink, akkor minden élre 1 keriil, igy az

¢lekre irt szamok Osszege 2024. 1 pont
Mivel 2024 oszthat6 4-gyel, ezért akarhany csucshoz rendelt szam eldjelét is valtoz-

tatjuk meg, az élekre irt szamok 6sszege mindig oszthat6 lesz 4-gyel. 1 pont
A 999 nem oszthato 4-gyel, ezért az ¢élekre keriil szdmok 0sszege nem lehet 999. 1 pont
b)

Megmutatjuk, hogy az élekre irt szdmok Osszege lehet 999. 1 pont

Ha az A4 A, A4;...4,,, szabalyos sokszog minden cstcsahoz 1-et rendeliink, akkor az

¢lekre irt szamok 0sszege 2023.

Mivel 2023 — 999 = 1024 = 4- 256, ezért O6sszesen 256 darab csucshoz rendelt szam

eldjelét valtoztatjuk meg ugy, hogy minden egyes eldjelvaltaskor 4-gyel csokkenjen

az €lekre irt szamok Osszege. 2 pont
Megvéltoztatjuk példaul az 4, 4;, A4;,..., 45, csucsokhoz (Osszesen 256 darab cstcs)

rendelt szdmokat 1-r81 —1-re. Ekkor az 4, 4,, 4, 4;,..., A5, 4;,,, valamint az 4,,, 4, élek

mindegyikének pontosan az egyik végpontjanal valtozik meg a csucshoz rendelt szdm

eldjele, ezért a felsorolt 512 darab €lre irt szam 1-r6l —1-re valtozik, igy az élekre irt

szamok Gsszege 1024-gyel csokken, és végiil valdban 999 lesz. 2 pont
Osszesen: 10 pont
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