OKTATASI HIVATAL

A 2023/2024. tanévi
Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny
masodik fordulo

MATEMATIKA I. KATEGORIA
(szakgimnazium, technikum)
Javitasi-értékelési utmutato

1. Renata feljegyezte egy tizenhat éli, hétponta egyszerti graf minden pontjanak fokszamat, és meg-
allapitotta, hogy a fokszamok kozott csak kétféle érték szerepel. Mi lehet ebben a grafban a pontok
fokszama?

Megoldas:

A graf fokszamainak 0sszege 32, mivel az az élek szamanak kétszerese. 1 pont
Felirjuk rendezetten a lehetséges fokszamokat, majd megvizsgaljuk a graf 1étezését.

Ha a grafban minden pont fokszama kisebb 5-nél, akkor a fokszamok osszege legfel-

jebb 7-4 = 28, ami nem lehetséges. Ebbol kovetkezik, hogy a grafban biztosan van

olyan pont, aminek a fokszama legalabb 5. 1 pont
Ha a legnagyobb fokszam az 5, akkor a fokszamokat tekintve az alabbi esetek lehet-
ségesek.

1. eset: Négy darab 5-0s és harom darab 4-es. Ezekkel a fokszdmokkal 1étezik graf.
4

5 5 2 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

2. eset: Hat darab 5-6s és egy darab 2-es. Ezekkel a fokszamokkal 1étezik graf.
2

3 > 2 pont
Ha a legnagyobb fokszam a 6, a fokszamokat tekintve az alabbi esetek lehetségesek.
1. eset: Ot darab 6-os és két darab 1-es. Ezekkel a fokszdmokkal nem létezik graf,
hiszen a 6-os fokszamu pontok miatt a fennmaradd két pont fokszama minimum 5

lenne. 1 pont

2. eset: Két darab 6-os és 6t darab 4-es. Ezekkel a fokszamokkal 1étezik graf.
4

6 6 2 pont
Tehat a Renata altal feljegyzett fokszdmok a kdvetkezdk lehettek:
négy darab 5-6s és harom darab 4-es,
hat darab 5-6s és egy darab 2-e€s,
két darab 6-0s és Ot darab 4-es. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: Ha a versenyzo szoveges indoklas nélkiil felrajzolja a harom megfelelo grdfot,
valamint minden esetben jeldli a csiicsok fokszamat, akkor legfeljebb 6 pontot kaphat.
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

1.21.31.....10!
2. Hany olyan k pozitiv egész szam van, amelyre az A= % kifejezés értéke négyzetszam?

Megoldas:

Az A kifejezés szamlaldjaban 1év6 tényezbket rendre primtényezdkre bontjuk:
21=2" 31=2".3", 41=2%.3" 51=2%.3".5' @I1=2".32.5,
7'=2*.3*.5".7", 81=27.3*.5'".7", 91=27.3*.5". 7", 101=2°.3*.5%.7". 2 pont
A hatvanyozas azonossaga alapjan az azonos alapt hatvanyok szorzéasakor a hatvany-
93 al7 g7 74

kitevoket dsszeadjuk, ezért A= ” 1 pont
Az A kifejezés értéke pontosan akkor négyzetszam, ha a primtényezds felbontasdban
minden hatvanykitevé paros. 1 pont
Mivel az A kifejezés értéke egész szam, ezért a k szam osztdja a szamlalonak. fgy a k
szam primosztéi csak a 2, 3, 5 és 7 koziil valaszthatok. 1 pont
Az A kifejezés szamlalgjaban a 2 hatvanykitevdje paros szam, ezért azt vagy valtozat-
lanul hagyjuk, vagy paros szammal csokkenthetjiik. Igy a k primtényezés felbontasé-
ban a 2 kitevéje 0-t6l 38-ig barmelyik paros szam lehet, ami 20 lehetéséget jelent. 1 pont
A 7 hatvanykitevéje is paros szam, igy az el6bbi gondolatmenet alapjan a k szamban
a 7 kitevoje 0, 2 vagy 4 lehet, ami 3 lehet6séget jelent. 1 pont
Az A kifejezés szamlaldjaban a 3 hatvanykitevdje paratlan szdm, ezért azt paratlan
szammal kell csokkenteni, igy a 3 kitevéje 1-t61 17-ig barmelyik paratlan szam lehet,
ami 9 lehetdséget jelent. 1 pont
Az 5 hatvanykitevéje is paratlan szam, ezért a k szamban az 5 kitevéje 1, 3, 5 vagy 7
lehet, ami 4 lehet6séget jelent. 1 pont

A k szam primtényezdinek hatvanykitevdjét egymastol fliggetlentil valaszthatjuk, igy

Osszesen 20-9-4-3=2160 olyan k pozitiv egész szam létezik, amelyre az A kifejezés

értéke négyzetszam. 1 pont
Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

3. Hatarozza meg azokat a p és q pozitiv primszamokat, amelyekre
log,(q—1) +log,(q+1) =1+3log, p.
Megoldas:

Az egyenldségben szerepld kifejezések minden pozitiv p és q primszédm esetén értel-
mezettek. 1 pont
A logaritmus azonossagai segitségével atalakitjuk és rendezziik az egyenletet:

log, (q—-1) +w =1+log, p,
log,(q-1)° +log,(q+1) =log, 4-+log, p*,
log, | (a-1)*(q+1) |=log, 4p’. 3 pont
A logaritmusfiiggvény kolcsondsen egyértelmi, ezért
(1) Q-D*(a+1)=4p°. 1 pont

Mivel (q—1)° és 4p° négyzetszamok, ezért az egyenldség csak akkor teljesiilhet, ha
g+ 1 is négyzetszam. 2 pont*
Ha q+1=n?, ahol n € Z* ésn>2, akkor g =n’~1=(n—1)(n+1). Mivel q primszidm
ésn—1<n+1,ezértezcsak n—1=1¢ésn+1=qesetben teljesiilhet, amelybdl q =3
adodik. Ezt behelyettesitve az (1) egyenletbe kapjuk, hogy p = 2. 2 pont*
Tehat az egyenlet megoldasa a p =2 és a g = 3 primszamok. A kapott megoldas valo-

ban kielégiti az egyenletet, amirdl behelyettesitéssel meggydzddhetiink. 1 pont
Osszesen: 10 pont

Megjegyzés: A *-gal jel6lt pontokat a versenyzé az alabbi gondolatmenetek valamelyikéért is
megkaphatja:
. A (q-1*(q+1)=4p® egyenlet jobb oldalan 4all6 4p®> paros szam, ezért

(q—=1% (q+1) is paros, ami csak ugy lehetséges, ha q paratlan szam. 2 pont
Ebbdl adodoan viszont 8‘(q -1)%-(q+1) , amibél kovetkezik, hogy p* paros, igy p is 1 pont
paros, tehat p = 2.
Ekkor viszont (q—1)*(q+1) = 16, amibdl végiil q = 3 adodik. 1 pont
1. Az (1) egyenletet atalakitva kapjuk, hogy (q—1)-(q° —1) =4p>. 1 pont
Hap = 2, akkor g° —1|16, amelybdl q = 3 adodik. 1 pont
Ha p > 2, akkor az egyenlet jobb oldalén szerepld kifejezésnek a 4p? = 2% p® felbontas
miatt pontosan Kilenc pozitiv osztdja van, és mivel q—1<q”—1, ezért elegendd az
alabbi felbontasokat megvizsgalni.

g-1| 1 2 4 P

o°-1[ 4p® | 2p° | p° | 4p
A fenti felbontasok egyikébdl sem kapunk tovabbi megoldast. 2 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

4. A Nekeresd Iskola n fos tizenegyedik évfolyamabol

- a szalagavato bal szervezésére a K tagu S,
- a golyatabor szervezésére a k + 1 taga G,
- a ballagas szervezésére a k + 2 tagli B

csoportot kell kivalasztani tigy, hogy az évfolyam minden tanuloja akar tobb csoport tagja is lehet
(3 <k +2<n). A G csoportot 4-szer annyiféleképpen lehet kialakitani, mint az S csoportot, mig a

B csoportot % -szor annyiféleképpen lehet kialakitani, mint az S csoportot.

Hényféleképpen valaszthato ki 3 tanuld az n {6s évfolyambol?

Els6 megoldas:

A feltételek alapjan a kovetkezd egyenletrendszer irhat6 fel:

(ijﬂ'[Ej
e 51

=+[

n ) 19 n
k+2) 6 \k+1) 1 pont

A binomialis egyiitthatok felbontisa utan

amelybdl

n! n!
KD n—k-D! kb(n_K)!
n! 19 n!
(kr2)t(n—k-2)! 6 (K+D:(n—k-1)!. 2 pont
Az els6 egyenletbdl a kdzos nevezdvel vald szorzas és egyszeriisités utan
n—k =4(k +1),
(1) n=>5k +4. 1 pont

A masodik egyenletbdl a kozos nevezdvel valo szorzas és egyszeriisités utan
6(n—k -1)=19(k +2)
egyenletet kapjuk, 1 pont

amelybe az (1) egyenletbdl n-et behelyettesitve
6(4k +3) =19(k + 2),

24k +18 =19k +38. 1 pont
Innen k = 4, 1 pont
amelybdl n =5-4 + 4 = 24, tehat 24 {6s az évfolyam. 1 pont
A kapott n és Kk teljesiti a feladat feltételeit, amir6l behelyettesitéssel meggy6z6dhe-

tiink. A 24 f6s évfolyambél harom tanulét (234) — 2024 -féleképpen lehet kivalasztani. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

Misodik megoldas:

Az S csoport kialakitasainak szama legyen X (X € Z*). Ekkor a feltételek alapjan a
kovetkezo egyenletrendszer irhat6 fel:

n
=X
;
n
=4X
[k+1
( n ) 38
=X
K+2 3 1 pont
A binomialis egyiitthatok felbontasa utan
n!
_ = X
kt(n-k)!
I
n =4x
(k+DM(n-k-1)!
n! _38 «
(k+2)|(n—k—2)| 3 . 1p0nt
Az elsd egyenlet bal oldalan all6 hanyadost a méasodik egyenletben X helyére irva:
n! 4 n!
k+DE(—k-1)!  Kt(n—k)!' 1 pont
amelybdl a kozds nevezdvel valo szorzas és egyszertisités utan
n—k =4(k+1),
1) n=>5k +4. 1 pont
A kapott egyenletrendszer elsé egyenletének bal oldalan all6 hanyadost a harmadik
egyenletben x helyére irva:
n! 38 n!
= 1 pont

(k+2)t(n—k—-2)! 3 Kk:(n—Kk)!
amelybdl a k6zos nevezdvel vald szorzas és egyszerlisités utan
3(n—k)(n—k -1 =38(k+1)(k+2). 1 pont
Az (1) egyenletbdl n-et behelyettesitve, majd a bal oldalon 4-et kiemelve
12(k +1)(4k +3) =38(k +1)(k + 2).
Az egyenlet mindét oldalat a pozitiv 2(k +1)-gyel osztva

24k + 18 =19k + 38. 1 pont
Innen k = 4, 1 pont
amelybdl n=5-4 + 4 = 24, tehat 24 {6s az évfolyam. 1 pont
A kapott n és Kk teljesiti a feladat feltételeit, amir6l behelyettesitéssel meggy6z6dhe-

tiink. A 24 f6s évfolyambél harom tanulét (234) — 2024 -féleképpen lehet kivalasztani. 1 pont

Osszesen: 10 pont
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Matematika I. kategoria Javitasi-értékelési ttmutatod

5. Adott a sikon az e és az f egyenes, valamint az abranak megfelelden az ABE, BCF, CDG szabalyos
haromszog (A, B, C,D € eésE, F, G € f), ahol a haromszbdgek oldalai rendre a, b és ¢ (a < b < ¢).

a) lgazolja, hogy b® =ac.

b) Igazolja, hogy az a, b és ¢ oldalakbdl pontosan
akkor szerkeszthetd haromszog, ha

3+\/§

1< < .
a 2

Megoldas:
a)
A BEF haromszogben EBF<« =60°. Legyen EFB<x =a, ekkor BEFx =120°—a.
A CFG haromszoghben FCG«x = 60°, CFG<x = 120° — 0, igy FGC« = a. 1 pont
A BEF és CFG haromszogek szdgei paronként megegyeznek, ezért a hdromszogek
hasonlok egymashoz. 1 pont

A haromszogek hasonlosagabol kovetkezik, hogy megfeleld oldalainak aranya meg-
egyezik, ezért

BF _CG
BE CF'
b_c
a b’
amibdl b? = ac adodik. 2 pont

b)
Az a, b és ¢ oldalakbol pontosan akkor szerkesztheté haromszog, ha a két rovidebb
oldal hosszanak 6sszege nagyobb a harmadik oldal hosszanal, tehat
c<at+h. 1 pont

Az a) feladat eredménye alapjan a fenti egyenldtlenség alabbi ekvivalens alakjait kap-
juk:

c<a++ac,

c—a<+ac.
Mivel az egyenldtlenség mindkét oldalan pozitiv kifejezés all, ezért mindkét oldalt
négyzetre emelve adodik, hogy

¢’ —2ac+a’ <ac,
c*—3ac+a” <0. 1 pont
Az egyenl6tlenség mindkét oldalat a pozitiv a’-tel osztva elébb a

2
(Ej ~3.%41<0,
a a

. C rox .
majd az y = — helyettesités utan az
a

y>-3y+1<0
egyenldtlenséghez jutunk. 1 pont
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Ennek megoldasa

3-5 3445

<y<
2 y 2

, ezért azt kapjuk, hogy

c 3+\/§

1<—< .
a 2

Mively:£>1>
a

Atalakitasaink ekvivalensek voltak, igy a feladat allitasat igazoltuk.

2 pont

1 pont
Osszesen: 10 pont
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